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Г. Пусть А՞ —«-мерное евклидовое пространство, /?л = (х = 
= (х,....... хя)^А'*, | х | < 11 единичный шар в А". |х| =>'х։--|-...+д;1

обычная евклидовая норма, 5я'1 — единичная сфера. Обозначим че

рез ^Зл(х) нормированную меру Лебега на В\ через А (Я՞) —про

странство всех гармо! ических в В" функций, с обычной равномерной 
сходимостью внутри Вп. Пусть и>неотрицательная функция класса 
А1 (0, 1), 0<р<Н-ос, введем в рассмотрение

def (

Л (©)

- I |и(*)|'ш(1 — |x|)rf։.(x)< 4-00 .

Нетрудно видеть, что пространство հ' '(«) при относительно
нормы является банаховым, а при 0<Հթ<Լ относительно мет

рики — р 
В I 'лч»)

превращается в A-пространство (см. (•)).

Пространства типа Лр(ю) в случае голоморфных в круге функций и 
ш (/)=/’, — 1 < а < ф-оо впервые были введены и изучены в рабо
тах М. М. Джрбашяна (’-3).

В этой заметке мы получим параметрическое представление клас
сов Ар (®) ири найдем общий вид линейных непрерыв
ных функционалов на этих пространствах посредством гармонических 
функций. Аналог этих результатов, в случаях анизотропных про
странств голоморфных в полицилиндре функций, был получен первым 
автором в работах ( ь).

Отметим также работы (в՜*), где исслед< ваны пространства iар 
ионических функций типа A^fw) при 1<р<^4֊сю, «(/) = /*,
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Для подробною ознакомления с данным 
титься к монографии (9).

вопросом следует обра-

2 . Символом 5 обозначим класс правильно-изменяющихся функ
ций на [О, 1], т. е. множество измеримых неотрицательных на (0, 1) 
функций, для которых существуют положительные числа т Л1 
дш, причем т„, ^6(0, 1). такие, что

<՛։ (Кг)

г^(0, I), >•£ [<?.,; 1]. Функции к ага 5, 
(0; +<*:), подробно изучены в

Если то погожи 1 та ж.՝

валенные га псл^оси

а,. —---------, л-------------
1 “Л, - 1 > ■

Здесь пэедпоюжим, что 0<’1 <!. Ш ил
С целью изложения основных результатов заметки приведем так 

же некоторые известные факты из теории гармонических в шаре функ 
цнй (см. С'Л-

Сферические гармоники называются сужением на 3” однород- 
1 .ых гармонических многочленов степени к. Хорошо известно, что — 
пространство сферических гармоник степени к и конечномерное про
странство; ее размерность определяется из равенства

е* = (2* + .1-2)

Ортонормальный базис в прхтрансве Н> обозгач Через .
Зональной гармошкой степени к на'ывается функция

Из свойств сфериче.’Ких ։а моник следует, * то д я лю'х.й

справед иво разложение

а(х) = У "(х'У х = Гх\ гНО. ’՝• х'£5 ՛• 

где

(3)

(4)
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При этом ряд сходится в пространстве Ь(В ).
Хорошо нввестно разложение ядра Пуассона

р(х У'^1
/(Х' У) |х-/|'



в виде ряда от юнальных гармоник

У') = 2 (х ). 
Л - •

(5)

Здесь о»я_1 площадь сферы $л-։.
Пусть -1<С*<С_ЬХ'> тогда определим инте։родиф4еренциаль 

ный оператор Римана —Лиувиля порядка а на пространстве А(5Л). 
Предположим, что д£А(5") и и имеет разложение (3), тогда

<1с( +••
(6)

Для х, у £ В1, р = |у , у = ру' вводим в рассмотрение также 
функцию

Р (х, у) = 2(1+!)£)’+* Р(Рх. у'), Р0(х, у) = Р(рх, у'). (7)

Используя свойства зональных гармоник, нетрудно установить 
гармоничность функции Рл (х, у) по обеим переменным х, у Вп. 
При я = 2 ядра Р^х, у') впервые были введены для круга М. М, 
Джрбадляном (см. (“)).

3՜. Паиаметрическое представление классов А* (•).

Учитывая разложение функции а£А(/Г) в виде ряда (3) и 
разложение ядра Ра(х, у'), нетрудно установить следующее утверж
дение. I 18

Теорема 1. Пусть
а

1 < Р < 4- ас •

Тогда следующие утверждения равносильны: 

1)
2) и допускает интегральное представление

|У|։Г /)£(>’)*•«(*). (7а)

-*• Йе! А
где Вл), ^я(у)г*|у1 пРи этом

Интересно, что имеет место аналог этой теоремы и в случае 
0</?<С 1. а при р= 1 верно и другое представление. Для формули
ровки этою результата сначала введем обозначения.
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Пусть х = (х։....... и

х։ — г Соз <р։:

— г $1п ^со։ V,;

х.-։ = гз|п<г соз?й_։;

= г зт «1... з!п ?й_2 51П ?й_2;

О г 1» 0 *• 1-С/^л — 2, — к < ?
* • п ।

полярная система координат в R . Введем в рассмотрение следую
щие л-мерные диадические прямоугольные параллелепипеды:

<// ~ ... "(// 4- 1) . </,-1 «(/,-1 + I) ]
2* ’ м *՝■՝՝ <)* * 2* "՝ а— I 2» ( '

1<։<л֊2, /( =0, ...,2*-1, /л_։=-2*,... 2‘-1.

Очевидно, что параллелепипеды Д.\при различных векторах 
(£, /,......../я_։) не пересекаются.

Т е о ре м а 2. Пусть 0<р < I, с > -* т п- . тогда класс (э) 
Р

совпадает с классом функций, и, допускающих представление

К(х) = ^(1- |у|’)’ Р (х. 

в՛՝

и)е ? — произволъная борелевская мера на Вп. удовлетворяющая

условию

X 10С А«,и. 1՝ ‘а -I । <+"

Доказательство теорем I и 2 основано на следующих в..1։..֊>и 
тельных утверждениях.

Предложение 1. Пусть и гармочичная Ья функция, тогда 

справедливо представление

«(л)--|>՛ГГА.О. х^ В՞. (91

в‘ 
где

д‘зп1у) 1У\2 п^^п(у).
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Предложение 2. Пусть 0</><4֊ое, 0 < р < 1. 
def

«? (*) ~ « (р*) х € я*.
Тогда

Jim Ji и,, — и | hp (*) » О. 
F-1-0

(Ю)

Предложение 3. Пусть и£С(Вп), и(х)>0, причем для 
любого шара

Л'р(х0) = |л-хв|<р, х0^В\ о<р<1֊|хо|

имеет место оценка

{/(*„)<—[ «(y)d5,(y), (II)

р" J 
К (X,)

где с положительное число, зависящее только от и. Тогда имеет 
место соотношение

+. 2*-1 2*—1 2*—!
2 2 ••• 2 2 ( шах и(х))ш(| а,.,   ,Г’)Х

1,-0 ,-֊2* Г, Гл-1
л — 1

л-1 (12)

В

4°. Представление линейных непрерывных функционалов в про՝ 
странствах

О P + ос.

Здесь мы о-пишем (//( ))* посредс всм гаргснических в Вп функ՝ 
ций при всех р^(0, ֊+ ос). С этой целью сначала введем некоторые 
обозначения. Пусть «£5, 0< р < + се — 1 < я < 4֊ ос. Обозначим 
через функцию

0<r< 1. (13)

Теорема 3. Пусть Ф— лиг сйьый ксг/е/ ывный функционал ни

И*)» 1 <Р< 4-ос. д(л) = Ф(р։(х, у)).

где Р, — функция, определяемая по равенству (7), 
Тогда՝.

1. я) Функция г՝ принадлежит классу (*>, ), д = —-—• <•>,, 
р — 1

определяется по равенству (13);
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б) функционал Ф представим в виде

Ф(“)=ЛП-0 I (РУ'(У') 

-I
(И)

Здесь <1»^ (у)-нормированная мера Лебега на кроме того 
справедливы оценки ’

Г‘(а‘ <1ф1 <*.(«, (15)

при некоторых положительных постоянных с Да, /,), / = у 2 
висящих только от лир,

2) И обратно, для любой функции формула (14) по

рождает линейный непрерывный функционал на Ар(ш), для кото
рого справедливы оценки (15).

Теперь рассмотрим случай Пусть как и прежде
обозначим через Лр класс функций Л (/?”), для которых

(|ЛН1-О).

».» 4- п

Р

В Лр вводится норма

АР(ш) — аир 
х֊Ип

^(х)|(1 - |л|) 
(ш(1֊И)1"

Относительно этой нормы Лр превращается в банаховое пространство.
Теорема 4. Пусть 0 < р < 1, *•> £ 5, Ф — непрерывный линейный 

функционал на Лр(ш). Полож:им

Т)(х) = Ф(Р0(х, у)), х^В . (16)

Тогда՛.

1. а)
б) Ф представляется в виде

ф(ц)— Иг» I и(оу')и(ру')^п ։ (у). (17)
р I —О

5я-1

При этом существуют константы сДр, л}, ^{р, *) такие, что 

с,[р. о)|«’ -<кф|(|8>
Л<О

2) Обратно, для любой функции 0<^ < 1 • ">6//()
формуле (17) порождается линейный непрерывный ..у \ национал 

на Лр(ф), для которого справедливы оценки (1Я).
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Доказательства теорем 3,4 основаны на предложении 1, теоремах 
1 и 2, на следующем вспомогательном утверждении, имеющем само
стоятельный интерес.

Предложение 4. Пусть а > -П- >
Р

Тогда оператор-.

ТДи) = \и\У)РЛх* /)“>(УМал(у) (19)

действует из пространства I.* в пространство Лр (<« ), где и»в 

определяется по (13).
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i. U. ՇԱՄՈՅԱՆ, Մ. Ա. ՋԱՔԱՐՅԱՆ
Ներկայացման nrn? հարցեր ցնցում հարմոնիկ ֆունկցիաների 

կշռային տարածություններում

Հոդվածում ուսումնաո Ւր^ ՈԼ մ են քՀո-ի միատքոր էէ դնգում հարմոնիկ 
ֆունկցիաների հԲ (Ց\ ա), 0 7? ’ կչոային տ ա րած ու թրսննորը ։ Ա)*/ք
վրա դրված ոթոՀ րնդհ անուր պայմանների դեպքում ստացված Լ այր} տա֊ 
{•ուծությունների ինտեդրայ Լ ե րկ ա յ ա ո ու մն ե րր /։(/.) համալուծ տարածու
թյունների լրիվ րնութա դիրր հարմոնիկ ֆունկցիաների տերմիններով։
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