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Обсуждается функциональный взгляд на языки программирова
ния, при котором программы языка рассматриваются как системы 
уравнений, построенные с использованием монотонных типов высших 
порядков над частично упорядоченным множеством М,. содержащим 
неопределенный элемент _1_, который является наименьшим элементом 
множества М, и каждый элемент из М сравним только с 1 и с са
мим собой. Так мы приходим к определению функционального языка 
программирования, множество программ которого определяется за
данием множеств М, С, X, Т, где С—множество констант монотонных 
типов, X—множество переменных монотонных типов, Т—некоторое 
подмножество множества А-термов, построенных из элементов мно
жеств С и X. Каждое уравнение программы имеет вид £=т, где 

X, '^.Т, и тип терма т согласован с типом переменной Г. В этих 
условиях каждая программа имеет наименьшее решение (теорема 1), 
главную функцию которого (функцию, соответствующую первому 
уравнению программы и принадлежащую типу порядка !) будем счи
тать семантикой программы. Естественно, должен существовать ал
горитм (интерпретатор), который бы для каждой программы языка 
вычислял значения ее главной функции. В работе рассматривается 
класс функциональных языков Ь, использующих переменные и эффек
тивно представимые константы любых порядков; описан универсаль
ный интерпретатор для класса языков В (теорема 2). К классу Ь 
принадлежат все широко распространенные алгоритмические языки, 
такие, как: язык рекурсивных функций Гёделя-Эрбрана (’), функцио
нальный язык Бэкуса (2), Лисп (3), язык нормальных алгоритмов 
Маркова (■), язык машин Тьюринга ('). Рефал (4), процедурные 
языки; Фортран, Алгол, Паскаль и т д. В работе также привелся 
пример функционального языка программирования ! 1( Ь, так как 
£0 использует монотонный, но не непрерывный функционал. Описан 
интерпретатор языка /0. и тем самым проиллюстрировано то, как 
могут конструироваться интерпретаторы для таких языков
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1. Формализация. Зафиксируем непустое множество Л!. Введем 
понятие типа 1) множество М есть тип; 2) любое непустое подмно
жество типа есть тип; 3) если f*. а։,.,. ,aft (й О) — типы, то множе
ство всех отображений из а։х--’Х\ в £ (обозначим (а,Х ■ • • Х% -* ?|>- 
есть тип; 4) других типов, кроле определенных согласно 1—3, нет. 
Каждому типу а сопоставим натуральное число ord а, называемое его 
порядном. Если ас /И, то ord а = О, если же ас [ijX • •. х% — $}, где 
р, а,.......a (fc > 0) — типы, то Ord а ■» mux (ord а,, ... , ord а , ord 3) 4՜ 1.
Если х —переменная типа а и с Ga, то ord х — ord с = ord а. Если 
сG-с{агХ • • • Хак — р|, где Р, аи ... , ак (Л >0) —типы, то чере՜* Arg г 
обозначим а։х- • -Х®д.

Пусть С — множество констант некоторых типов,. X — множество 
переменных некоторых типов. Определим множество термоз 7(С, А). 
Каждому терму t сопоставим: а) множество переменных, от которых 
t зависит—var Г; Ь) тип терма / — type/; с) если var/c{y։. , у |, 
у0 = где у?£а,, а^ — тип переменной у։, то терму t‘
сопоставим константу val-(/), , д, п > 0.

Определение терма:
1) если с £ С, то с^Т(С, X), var с — 0, »il-(с) — с, type с — {с};
2) если х^Х, то х(^Т(С, X}, varx--{x), val-(x) = у՞, если 

л՜ — у. (1 < г < л), typeх = а, где а — тип переменной х;
3) пусть т, tk С Т՝(С, X), k >0, р, а1։ ..., ак — типы такие, 

что typetc|a։x---X%-*?}, type^ca,» t = l------Л, тогда т(/։........tJG
( 7 (С, Л') и, если t = х (/,, ..., tk), то var t — var т и var f, U • • • U var ft, 
val> (/) = val-(x) (val-(/։), ..., val-(M). type / = (val։y0....y0> (01 У?€

J fl
. i = L n}\ \ I I

4) пусть т£Г(С, X), x։, ..., x. ' X k>0 я, если i=hj, то 
х. ^ху (1<Z, /<А), тогда )х։... хд [т] £ Т(С, X) и, если /=хх։ ... хк 
то vir / = vartx{x1։ ...» хй}, val-(/)£ {typeх։Х ••• Xtype хд ֊-type т| 
и, если var/= {у/։,..., y,J, '0<да<л, у^-* <у?։>..., у^ ) , то для 

всяких x°£typex?, у = 1.......А-, vat- (t) (xe) = val~ - (-), где хв =
֊ < х^, ..., Х'к > , type/ определяется так же, как в пункте 3;

5) других термов, кроме определенных согласно 1—4, нет.
Рассмотрим систему уравнений

где Л £ X я, если i^j, х^Т(С, X), type с type Ft ,
varTjCz{F։.......FJ, д>1.

Условимся обозначать через F множество type f\ X • • • X lypcF„ 
и через f —отображение F — F, определяемое следующим образом: 
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?U) - < val-(t։), ..., val-(Tn) > для любого я £ F. Через Щ обоз

начим^ Z-ю компоненту вектора g(F. Будем говорить,
что /GF есть решение системы (I), еелн ?(/) = Д

Пусть Д, В — частично упорядоченные множества (ч. у. м.) и 
/. g — некоторые отображения из А в В, тогда f<g, если для лю
бого и^А, f(a) v£(a) (< — символ частичною порядка); /—моно
тонное отображение, если для любых а, Ь£А таких, что а Ь, имеем 
/(л)-s/Р)- Ч. у. м. назовем замкнутым, если всякое его линейно 

I упорядоченное (л. у.) подмножество имеет sup. Отметим, что всякое 
I замкнутое множество имеет наименьший элемент sup 0.
с Пусть М— ч. у. м., содержащее наименьший элемент I н каж

дый элемент из ,И сравним только с I и с самим собой. Введем
। понятие монотонного типа: 1) множество М есть монотонный тип: 
1 2) если Р, а,, ..., а* (k>0)— монотонные типы, то множество всех мо- 
) котонных отображений из <х։Х->։Х% в ? (обозначим [а։Х • • • Х%3]) 

есть монотонный тип; 3) других монотонных типов, кроме определен
ных согласно 1—2, нет. Отметим, что всякий монотонный тип является

| замкнутым множеством. Константы и переменные м жотонных типов 
условимся называть монотонными; системы уравнений (!) использу
ющие только монотонные константы и переменные—монотонными си

стемами уравнений.
К Рассмотрим монотонную систему уравнений (1). Пусть О — мно

жество всех ординалов, отвечающих мощностя.՛, не ревосходяшны 
х<ощность множества F. Определим отображение ; : О — F следующим 
образом: 7(0) = 2, где 2 — наименьший элемент множества F, 7 (Е) = 
= о (Г)), если ; = для некоторого ординала 7(;) = 
--sup (т|)| если и не существует такого ординала 7„
что : = Е' 1.

Теорема I. Монотонная система уравнений (I) инеет наи- 
меньшее решение f = sup{7 (;)| • £ О).

_ Функциональный язык / определяется заданием четверки мно
жеств /Л, С, X, Т, где И — я. у. м.. содержащее неопределен’-ый 
элемент JL, который является наименьшим элементом множества /И, 
я каждый элемент из 7И сравним только с J. и с самим собой; С — 
некоторое множества монотонных констант; А'— некоторое множе
ство монотонных переменных; ТсТ(С, X). Обозначим через Р(/ > 
множество систем уравнений (I) таких, что , type <с։ = (5f* — Л.!, 
»> 1, 4=1.....п. Будем говорить, что функция /£ |Л1՝ — Л1] (£ 1>

'представима в языке L, если существует такая система P£P(L), что 
если ее наименьшее решение, то (/);=/• Обозначим ( /), через 
у a k — через Функциональный язык L назовем функцнональ- 

I ним языком программировании, если существует такой алгоритм I , 

■ что для любых P£P(Zj Н т^М՝'р имеем: если fp (m) = m ± _L, то 
? U (Р, in) = m, если же fp (m) = ±. то либо L (Р, m) = _Ь -1и6° U 
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на Р и т функционирует бесконечно. В этом случае Р(А) будем 
называть множеством программ, a U — ынтерпретягором языка L.

2. Интерпретация. Будем говорить, что монотонная константа L 
порядка >2 эффективно представима, если существует такая моно
тонная система уравнения (1), что всякая константа порядка 1, 
используемая системой, является вычислимой функцией, система 
не использует констант, порядок которых ^>1 и, если /— ее наи
меньшее решение, то <» = (/),. Систем}' (1) назовем эффективным 
представлением Ф, я уравнение Fx — т։ главным уравнением данного 
представления.

Определим класс функциональных языков L. Класс L состоит 
из всех тех функциональных языков, которые используют монотонные 
переменные и константы любых порядков, причем константы поряд
ка 1 являются вычислимыми функциями, а константы порядков >2 
эффективно представимы.

Теорема 2. Всякий язык L (2 L является функциональным 
языком программирования.

Доказательство теоремы 2 основано на лемме 2. Доказательство 
же леммы 2 использует теорему 1 и лемму 1. Для формулировки 
этих двух лемм нам необходимо ввести ряд понятий.

На всяком замкнутом множестве А определим топологию следую
щим образом. Множество является открытым, если:

1) и a^b=Pb^S\
2) D 0, De А, D-х. у. м. и sup S=>D(\S 0.
Далее будем считать, что на всяком замкнутом множестве опре

делена такая топология. Тогда, если А. В — замкнутые множества и 
/:Д — В. то/—непрерывно -<=>/(sup D) = sup/(£)) для любого не
пустого л. у. Dc.A, Легко показать, что всякое непрерывное отоб
ражение монотонно.

Пусть М — ч. у. м., содержащее наименьший элемент | и каж
дый элемент из М сравним только с I и с самим собой. Введем 
понятие непрерывного типа: 1) множество М есть непрерывный тип; 
2) если 9, «„....a* (k >0) — непрерывные типы, то множегтво всех 
непрерывных отображений из а։Х---ХаА в р (обозначим (а.Х* - 

есть непрерывный тип; 2) других непрерывных типов, 
креме определенных согласно 1—2, нет.

Определение корректно, так как всякий непрерывный тип является 
замкнутым множеством. Константы и переменные непрерывных типов 
условимся называть непрерывными; системы уравнений (1), исполь
зующие только непрерывные константы и переменные,—непрерывны
ми системами уравнений.

Лемма 1. Непрерывная система уравнений (1) имеет наимень
шее решение /—sup(<р4(2)) £<։»}, где Q, — наименьший элемент 
множества Г, y°(S) = 2, ■ (Q) = у (у* (Q)), £<^и>, и> — ординал,
сиответсгпвуюций натуральному ряду.
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Каждому монотонному типу а сопоставим непрерывный тип х

следующим образом: если п «/Л, то а «• Л1, если же а = [а։Х,֊’ 
• • • Х%—» 8], где 3, (к > 0) — монотонные типы, то

а = [®1 X • • • Х°>-* 3). Каждой монотонной переменной х типа а сопо- 

ставим непрерывную переменную х типа а. Некоторые монотонные 
константы мы назовем проецируемыми.

Определение проецируемой константы: 1) всякая монотонная кон
станта порядка 0 или 1 и всякая монотонная констант» порядка 2, 
которая непрерывна, будут проецируемыми, проекциями этих кон
стант являются они сами; 2) пусть где а — монотонный тип и 
ог<1а=/; 3, тогда о будет проецируемой константой, если суще-

ствует такая непрерывная константа называемая ее проекцией, 
что для любых векторов зя , , ..., ал_* (I < к < п — 2), состоящих из 

проецируемых констант, и векторов их проекций <*л ,...... зл_։ та
ких, что а"_։6АгдЗ, АгбИ%-|)’->%-^Аге 

_ _ _ ~ гс —
ог<1М%_։) •••(’„_*)< 2. имеем: = М\_>) -
3) других проецируемых констант, крэ е олределе.чиых согласно 
1—2. нет.
I Монотонную систему уравнений, использующую только проецируе
мые константы, назовем проецируемой.

Непрерывную систему Р назовем проекцией проецируемой си
стемы Р, если она получена из Р в результате замены всех вхожде
ний монотонных переменных соответствующими непрерывными пере
менными и всех вхождений проецируемых констант—их проекциями. 

Е Л е м м а 2. Пусть Р — проецируемая система уравнений вида (1) 

и р—ее проекция. Тогда, если < /„ ..., /л > - наименьшее решение 

системы Р, а ......./„ ) - наименьшее решение системы Р, то

для каждого I = 1, ..., п Ц — проецируемая константа. — проек
ция константы и для тех I = 1, ..., п, для которых огО/, 2, 
имеем: Дзир{(<р* (2)),| * <•}, где {2 — наименьший элемент мно
жества Р, <(2)^=2. <р*+» (У) = <р(?*(2)). к<*> ординал, соот
ветствующий натуральному ряду

| Из леммы 2 следует, что всякая эффективно представимая кон
станта проецируема и всякий эффективно представимый функционал 
(константа порядка 2) непрерывен.

I Доказательство теоремы 2 заключается в описании интер
претатора для любого языка /. £ Ь. Интерпретатор языка Л £ I, полу- 

кив на вход программу ” т^:ЛР. делает следующие ша-
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ги. Добавляет к Р эффективные представления всех констант поряд
ков >1, используемых о программе Р. Заменяет вхождение константы 
порядка 2 переменной, используемой в левой части главного урав
нения ее эффективного представления. В результате выполнения этих 
двух шагов будет получена система уравнений Р, использующая 
только такие константы, порядки которых <1 и fp — fp՝ Далее ин
терпретатор выполняет третий, заключительный шаг, который обос
новываете»։ леммой 2. Вычисляется sup{(?*(Q))։ (m)| *<u>| = /р (т), 

где ® — отображение, а 2 — наименьший элемент, соответствующие 
системе Р. ‘ >

В заключение приведем пример функциональною языка програм
мирования Z.0*£L, использующего монотонный, но не непрерывный 
функционал 0, н опишем его интерпретатор.

Язык Lt. Определим множества М, С, X, Т.

Af = Zu|_L|. где Z — множество целых чисел.

С = { + , —, >. <, if-tben-else, 6} и At.

Определим только функционал 0, так как остальные элементы С 
определяются традиционным образом. Отметим, что здесь 0 и 1 будут 
соответствовать «истине» и «лжи» соответственно.

6£||Af - Af] - Af] и, если /£|Af->At], то

*(/)-
О, если yz£Z, /(z)=£±, 
±, в противном случае

* = {*. y|U{F<n, F]’>|Z> 1}.
где

type х = type у = M, type F|n = [At — At],

typeF<’)- [AP - At], f>, 1.

T состоит из термов вида: kjc[ife(x, с) thenelse f։| и kxy]lf«X 
• then т։ else ij], где e£{>, <J. ®€Z; f։, t2 имеют вид: tn, x, Fp’(x), 

где Z>1; « имеет вид 6 (F<։>), e (Fp'(x), y), e (F/1» (x), c),
у), e(x, с), e(y, с), где e£{>, <|, c£Z, />1; t|։ имеют вид 

<з, Ff”(a), F'։՛ (a, 6), где fypeacAl, type^cAf, a, b используют 
элементы множеств Mu{+, — {x, у) и не используют >.

Рассмотрим уравнение

Fs = tFuv I if и = v then /0 (F(ti)) else Fe(F, u, w — 1) 4֊/0(F(x»))], (2) 

1 де
type и = type v = .M, type Л։ = ||Af ■— Л!| X At X A! -> Af], 

type F At], /о(±) = ±, /о(/п) = О, если tn J_ .
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Интерпретатор языка /0, получив на вход любую программу 

Я£Р(А0) ■ «(М , добавляет к системе Р уравнение (2) и все 
термы вида 6(^<։>), />1 заменяет на Р,(Рр, с«\п — 1, где
ст1п• <:пиА и являются минимальным и максимальным из чисел, 
используемых в подсистеме, главным уравнением которой является 
уравнение с левой частью Г,}. Далее интерпретатор функционирует 
так, кай в шаге 3 доказательства теоремы 2.
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। Տրված է ծրագրավորման ֆունկցիոնալ լեզվի և նրա սեմանտիկայի 
\ սահմանումը։ Ծրագրավորման այն ֆունկցիոնալ լեզուների համար, որոնք
• V

օգտագործում են ցանկացած կարգի մոնոտոն տիպի փոփ: խակւսննԼր և
էֆեկտիվ ներկա յա է] Հող հաստա տուններ, նկարա գրված է ունիվ երսւպ ին
տերպրետատոր։ Բերված է ֆունկցիոնալ լեզվի այնպիսի օրինակ, որն օդ֊ 

Իրագործում է մոնոտոն, րայց ոչ ւմնընդհատ, հեսւեարար ոչ էֆեկտիվ ներ
կա լացվող ֆունկցիո՛նալ և նկարա գրված է նրա ինտերպրետատորը։ Բերված 
օրինակից երևում է, թե ինչպես կարելի է կամուցԼչ ինտերպրետատորներ 
այդպիսի լեզուների համար։
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