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К задаче о напряженном состоянии составного упругого 
бесконечного тела с периодической системой коллинеарных 

трещин при продольном сдвиге
(Представлено чл.-корр. НАН Армении Б. Л. Абрамяном 9/Х 1992)

Смешанные задачи о напряженном состоянии упругих однородных 
тел в виде бесконечного пространства, подверженного плоской или 
антнплоской деформации и ослабленного периодической системой кол­
линеарных прямолинейных трещин, исследовались в работах (|_д). 
Основные результаты в этом направлении подытожены в моногра­
фиях С4՜7). ‘Яр!

В настоящей работе методом интегральных уравнений рассматри­
вается задача о напряженном состоянии упругого кусочно-однородного 
бесконечного пространства с периодической системой коллинеарных 
прямолинейных трещин при продольном сдвиге.

1. Пусть отнесенное к правой прямоугольной системе координат 
Охуг составное упругое бесконечное пространство, состоящее из 
верхнего полупространства у>0 с модулем сдвига О+ и нижнего 
полупространства у<^0 с модулем сдвига О-, ослаблено периодиче­
ской системой сквозных трещин и» = {у = 0; — а 4- '2п1 С х < а 4- 2л/, 
— оо<^г<^оо] (п = 0, ±1, ±2, ..., а /), расположенных в плоскости 
у = 0. Пусть, дзлее, берега трещин нагружены направленными вдоль 
оси Ог силами произвольных интенсивностей

|у_±0=

одинаковыми для всех трещин периодической системы и вызывающи­
ми продольный сдвиг упругого пространства в направлении оси Ог 
с базовой плоскостью Оху. Требуется определить раскрытия трещин 
и коэффициенты интенсивности разрушающих напряжений.

Для вывода определяющих уравнений поставленной периодической 
задачи плоскость Оху вдоль горизонтальной оси разрежем верхнюю 
и нижнюю полуплоскости у~Б0, а затем положим

-’х'1г-±<> = Г։ (х) = )'±(х) 
Ь(х)

(-*£«*>)
х (: /?/«*;

/?-{у = 0; — оо<х<оо|.
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Тогда для смещений и; (х. 0) граничных точек этих полуплоскостей 
В направлении оси Ог по известному методу (’) получаем

«* (X. 0) = ± Т ($)<й (1.1)

Очевидно, что функции 7 ±(х) и и; (х, 0) будут периодическим и 
функциями с периодом 21. Поэтому в дальнейшем нх будем рас­
сматривать только в интервале —! т. е. будем ограничиваться
рассмотрением полосы 
с костя Оху.

оо} базовой пло-

Далее введем в рассмотрение функцию скачка смещений на 
щелях

о 0.
. 'пользованием которой при

I

помощи (1.1) придем к уравнению

Т (5)

-I 2 51П 5)
^ = Ф(х) (1.2)

(И<0.
В уравнении (1.2) перейдем к нояым переменным

Л<«, 0<а<к);

а затем продифференцируем обе его части по
В результате получаем следующее уравнение:

(1.3}
2к 2

где интеграл при у £ понимается в смысле главного значения по

Коши. Это уравнение будем
ралыюе уравнение на интервале (

рассматривать как сингулярное интег. 
— к, я). Так как ввиду непрерыв­

на



мости смещений в концевых точках щелей ©(±а) = 0, т. е. <р(4 а) =0. 
то условие разрешимости уравнения (1.3) выполнено и по известной 
формуле обращения Гильберта (9) будем иметь:

■
Г+(Н + Г_В) = -4- Гс1в^-<<Ч)^ + С. (|Е|<«) (1.4) 

2* и 2 — а

где С - неизвестная постоянная, подлежащая определению.
Рассматривая ключевое уравнение (1.4) на щели (—а, а), прицем 

к следующему ^♦{тeгpo-диффepeнциaльнoмy уравнению:
а

-1- I =С-7+(1)-Г (5) <|Е|<=) (1.5)

лри граничных условиях

Т (а) = 0. г ( — а) = 0. (1.6)

После тога, как построено решение уравнения (1.5) — (1.6), раз­
рушающие напряжения вне щелей -согласно (1.4) определятся по 
формуле

где

а

? ' ( т|) Г1 + ОС (*<1МО), (1.7)

' (с) = ' (/£/*), О = (7+ Сг_ /(Од֊ -г (7_).

Величину С назовем приведенным модулем сдвига составного 
тела.

Займемся определением постоянной С. С этой целью заметим, 
что вследствие симметрии иг (±/, у) = 0. Отсюда, в частности, еле- 

дует, чю чуг = (+ /, 0) = 0 или же 7\ (±«) 4- Т_ (±к) = 0. С учетом 
последнего условия из (1.4) находим

1
2к

(1 8)

С другой стороны в верхней полуполосе полосы II рассмотрим 
прямоугольник и± — { — I \ х <, /, 0 < у <. с!\. а в нижней полупо­
лосе полосы — прямоугольник О- — {֊֊/ < х < I, —4< у < 0} (о^>0). 
На основании известного свойства гармонических функций

2^=о
оп

I ои-г- 4$ = 0, 
дп 

п_
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। де л —внешняя нормаль к контурам прямоугольников . Далее, 

приняв во внимание, что вследствие периодичности Ои* =г 
ди, дх х~՜'

~ дх { * яапРяжение в бесконечно удаленных точках полосы П 

отсутствует, устремим с1 к бесконечности и воспользуемся законом 
Гука. После простых преобразований придем к условиям

X

+ (•) (с)] с/с = 0; (1.9)

Теперь, проинтегрировав по £ обе части уравнения (1.4) в интер­
вале (—к, к), при помощи первого условия (19) обнаружим, что 

(;=0. Это условие R соответствии с (1.8) или же п|п<ое условие (1.9) 
совместно со вторым условием (1.9), в конечном итоге, накладывают 
определенные ограничения на внешние нагрузки х (х) и модули сдви­
гов С , необходимые для осуществления антиплос^оч деформации в 
упругом составном пространстве с периодической системой трещин.

Таким образом, определяющими уравнениями обсуждаемой задачи 
будут уравнения (1.5) —(1.9).

2. Перейдем к решению уравнения (1.5) при условиях (1.6). Вос­
пользовавшись формулой обращения этого уравнения и двух эквива­
лентных между собой формах, приведенных в (|0), можем записать

(2С Л) 51п — 4֊ Ссоз — 

|/2(соз; — созт)

СОЗ

2гс р 2(СОЗ с — СОЗ а)

)/2(соз Г] — СОЗ а)

31 п -----соз։ —
2 2

(2.1>

или

2 2
у 2(СОЗ$ — СОЗ а) 2п Р 2(СОЗ$ СОЗ а)

К2 (СОЗ д - СОЗ а) (֊ (1)) ...

з!п

где С и С| — произвольные постоянные, а

2тг

а 
г * _ - -

I 2(соз?) соз а) зес — IV (’!) + '- и)] аг‘-
2
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Подставляя теперь выражение /(►) нз (2.1) или из (2.2) в усло­
вие (1.8), после элементарных преобразований находим:

| Л2 (СОБ - СО5 а) вес -֊֊ [ (7]) 4- т_ (т,)] « 0.

(2.3)

Следовательно, внешние нагрузки (х) и модули сдвигов в 
должны быть подчинены условию (2.3), а также второму условию 
(1.9), о необходимости которых говорилось выше.

Далее обе части (2.1) или (2.2) проинтегрируем по £ и примем 
во внимание граничные условия (1.6). Исходя, например, из (2.2) 
и учитывая (2.3), а также выражение интеграла /•(£, т]) из (10), для 
приведенного раскрытия трещин будем иметь:

где

1Х+ (ч) + (*;)] (1*1 <•)

При этом получается С, «= 0, 
Теперь определим разрушающие напряжения вне трещин. С этой

целью выражение ?'(;) из (2.2), в котором согласно сказанному

С = С, = 0, подставляем в (1.7) и используем условие (1.8). Затем

перейдем к ядру Коши, положив (,п)
а

После несложных преобразований и вычисления некоторых простых 
сингулярных интегралов с ядром Коши вновь перейдем к прежним 
переменным. В результате получим:

(2.4)
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Исх 'ЛЯ из (2.4), вычислим коэффициенты интенсивностей:

А'"'" 11т±о| |х±а|,„ =_|, 2T. li.nJ |ТТ7՜ -'(() =

Приведенные в ( ) (с. 39. ) выражении Я,,, для случая однород- 
кого пространства после простых преобразований совпадают с (2.5) 
при С7+ = О_ = О0.

Отметим важное обстоятельство, что согласно (2.5) коэффициенты 
интенсивностей зависят от полных внешних нагрузок и модулей сдви­
гов, а не только от самоуравновешенной части внешних нагрузок, как 
это имеет место в однородном случае.
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