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Пусть Гд — конечное поде харак։еристики р (<? = /'*),  *̂„|х|  — 
кольцо мноючленов над Ед, / — натуральное чи< । . не делящееся 
на/>, /(л) = С1(лг) — многочлен*  • : ■' > ' “1' 0 > И пусть

• Все рассматриваемые в статье многочлены предполагаются нормированными.

75

М<)Р՜1- ^>-в-։^(х)р. (1)
л-<1

Определим последовательность Ьо, Ьх,..., элгмешов кольца сле
дуй щим образом:

Ьи - х? аи(х* ), -о>0,
где //֊—наименьший неотрицательный вычет выражения / 1 («4-1)—1 
по модулю р и р — (/? ‘т<Ц- (р — и~ О]»

В кольце многочленов Гд [л] наедем в рассмотрение класс ква
зилинейных операторов Я0| Я։, ..., Яр-։ • Будем считать, ч^о над 
многочленом произведена операция Я- (0 — 1),

и писать р (х) А9, если

Я(х) Д։, = £(л) = 2^вх«,
и “

По определению для любого натурального числа к

П А. = (*П  Ау ) Л9 (0 < < Р - 1) и Л° Ег 
Л V - С я/-0 о /

где £_ единичный оператор.
Если р(х), 5(х), а(х) И Цх)^Ед(х), то

(а (Х)Р ё (х) + Р (Х)р 5 (х)) Лр = а (д) (я (X) А:,) 4- Р (л) (У (X) Лр). (2)

Если ьр^\ =?₽_։ И т - натуральное число, то

1 лт у₽Ж~։ Ат _ , (3)I • Лл-1 = х Ли — р



Рассмотрим последовательность многочленов 5“ над полем Р1), 
удовлетворяющую рекуррентному соотношению

1 < и < л». (4)
где 5« = 1-4т-'и 1 = 1) и 5^-1 = 0.

Пусть многочлен /(х) сепарабельный и пусть

51(0 = 5-ЛГ10<«<т, (5)
где с — произвольный элемент поля .

В этих обозначениях справедлива
Теорема 1. Для любых т, и и I многочлен (5) степени 

меньше п делится на все не производимые делители /(х) степени т, 
коэффициенты при переменной хт~и которых равны 5.

Замечание 1. Аналогичное утверждение имеет место также и 
лля функции /.($), где

/1(1) = 51 лГ I < т, (в)
/‘-(1)-51-(-1)‘("'51. 1 < и < т.

Из теоремы 1 вытекает ряд интересных следствий. Так, напрмыер,
Лемма 1. Для любых т и « многочлен (5) степени мень

ше п делится на все неприводимые делители /(х), степени т1 ко
торых делят число т, а их первые коэффициенты*  а/ удовлетво
ряют условию т-1тз։ = с.

• Первым коэффициентом многочлена степени т будем называть его коэффи
циент при переменной г'”՜1.

•• За исключением разе, лишь одночлена х.

Замечание 2. Равенство £„ (?) = 0 означает, что степеив всех 
неприводимых делителей многочлена /(х) деляг число т.

Пусть = (/«(!;, / (х)) и где =
и т 
и + т 

Тогда
Лемма 2. Для любого натурального числа т многочлен 

(соответственно ) суть произведения всех**  простых делителей 
](х), степень которых делит число т (соответственно равно 
числу т).

Лемма 3 Для того чтобы многочлен А(х) был непривооим 
над полем Ьнеобходимо и достаточно, чтобы /°(1) = 0 и $4 = I, 
где (1 — любой собственный делитель п.



Пусть У —натуральное число, N^^kup«, где к

пусть B,v=l-£At/.

Теорема 2. Многочлен »N = - 1 Л*+<  делится на все не
приводимые делители f(x), периоды, которых делят число N.

Пусть «>ю = ,/(х)) и Лдг = Lц>г , где Д, = П ли н Lt = I.
U V 
a + v

Тогда
Лемма 4. Многочлен <*> v (соответственно Д.у) суть произве

дение всех неприводимых делителей f{x), периоды, которых делят 
число Л' (соответственно равны числу N).

Пусть ф- const некоторый произвольный делитель многочлена 
и пусть

0“ = ((£֊*,  s“ (ta)), (7)

где С = ©/л и с« — некоторый элемент поля Л , выбранный так, 

что^ы выполнялось условие 6“ ¥= const. Тогда
Теорема 3. Всегда найдется целое неотрицательное число 

1<^т такое, что deg6m = /n, и многочлен не будет разла
гаться в F |х].Я 1 1

Пусть многочлен а(х) является неприводимым над полем /\ и 
*

пусть /XT՜1 (qm — 1) и (/,, Г) > 1, где Г=ог(1(։(х) и tt — любой 
простой делитель t, тогда будет иметь место

Лемма 5. Период многочлена Ьт степени т (здесь т — п) ра
вен Т.

Если условие (t/t 7)^>1 не выполняется, то взяв в равенстве (7> 
в качестве функции 9,„ =. Ь°т любой нетривиальный делитель много
члена А,у . где А — tT, мы вновь получим результат, аналогичный 
лемме 5. А поэтому

Следствие. Если t— Т՜1 (qH — 1), то многочлен 0„ степени п 
является примитивным многочленом над полем Fq.

В качестве иллюстрации рассмотрим два примера
Пример 1. Пусть дан сепарабельный трехчлен fq(n\ х) — х ! 

_|_ ах _|_ р (f 3 1) надполем Fq . Требуется определить степени всех 
его неприводимых делителей.

Имеем
f(n- хГ‘-((х/4 ’ + М + вГ’ =

откуда в силу (1) находим
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(8)

м в частности

«.(•*) = /иг-1 .(Р- |—|/֊ V)
р- а - 1

Р —о

где р<=—р1р։ и <։,= —а’Л

Вычислим вначале значение функции ЬА7 для т = 1, 2.........$п.
При т = 1 получим

1 Д
р- I п / л г—I

,~а,,(х)-(’м* .

V- О

Далее для л>2 , согласно (2), находим
/р-1 я .. лх-1\1/р р1-! * . ։ /и—21 • АЙ - (1 Ао) А. = ( 2 «? х’-”+1" ) (х) = 2 а? х’-(’+1)' .

\ р=о / г —е

1 АЙ = (1 АЙ) Л, - 2՝«; ж’"֊։»* 1»" 
р —о

г— О р=0 й—Э

ввиду апл = а^.
Продолжая этот процесс, получим

р - 1 — I , р-1
= 2 ։;х- 2«Г(X).

Г—и и»0

Но, в силу (8),

(9)

Если теперь потребовать, чтобы выполнялось условие а|р1а։,/’ = 1 
(т. е. р = а’), то внутренняя сумма, стоящая в правой части (9), по- 

р- и — 1
скольку 2 Ср и С“рг , будет сравнима с нулем по модулю р для 

р—0
всех и<^р— 1 и равна 1 при и = р — 1. Следовательно,

п—О
(X) = «։

п пз -1
-р
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Рассуждая подобным образом, мы получим

V—О

flj — 3

(Mr*,)'’՜՛ «Jx’՞՜’՜1

и т. д.

Эя» • 0 п /11-^ =(«,»,.......Vx'--’ = х' (10)
V—и

«я-1
поскольку 1(0404. .... օ^Հ՜ - а =1.

Опираясь на (10) и используя (3), найдем

Հ-ւ
1Հ£յ = l-AoJ -р ’я =?■ 1

։и, согласно (6’., հ՞ո (1) = 0. А это, в силу леммы 2, означает, что 
•степени всех неприводимых делителей

քզ(ո\ х) при ₽ -- а’ делят число Зп.

*С другой стороны, можно показать, что трехчлен (л; х) не имеет 
простых делителей, степень которых делит число п, за исключением 

.лишь одного сомножителя f(x), являющегося делителем выражения 
Д» + ах + ₽.
I Это следует из того, что
I Д(/г, х)-(х'7'*  —х)х==х’ + ах + ₽.

* Если р ֊ l(rr Od 3). то .ր։-ք-մյր+օ՚յ=(-է4՜։ '»(! Դ ) —3))(л + 2 » (1 > 3)).
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и, как легко видеть, |(х)=1, если q*  = — 1 (mod 3), i(x) = x,4-
-р ах 4֊ р, если qn= 1 (mod 3)*,  и ф(х) = х — а при р = 3. Стало быть. 

справедливо
Утверждение 1. В кольце FJxJ имеет место разложение

<ք\*
/'^ (х), 

п

(</-’ зя, 3)-։

(11)

где /л1*’(х) произведение всех /„(»-/) неприводимых делителей Д(л; х) 
<(р = а։), степень которых равна 4,

На этом этапе, однако, еще не ясно, существует ли для каждого 
натурального числа т/, удовлетворяющего условиям (1/Зп и (1X Д, 
.неприводимый делитель х) степени (1. Следующее утверждение 
^полностью решает этот вопрос.

J



У ։ в •՝ р ж д е н и е 2. Для любого натура тьного чнспя д, удовлетво- 
рчюшего условию а\3п н4%л (т. е. (а ' За, 3) = 1 )՝, справедлива 
формула

Ц</) = - 2 Ми) (<? “ ֊ I (с1 Зи), (12)
а

(в. 3)-1 ’• * ’ У

2 I* (<*) (9 " - !, (»/</)) = Зл<„ (3«).
4 Л1

Стало быть, в силу (14), для любого натурального числа (I, удовле
творяющего условию (б/-13л, 3) = 1, имеет место равенство (12).

Пример 2. Пусть дан аффинный сепарабельный многочлен 
/^(л; х) = х«" — лх 4֊ р (1^=0) над полем . Требуется установить 
зависимость между первыми коэффициентам» всех его неприводимых 
делителей и элементами « и 0.

где М«) —функция Мебиуса и '^(и) наименьший по абсолютному 
значению вычет выражения да по модулю 3. В самом деле, согласно 
(11) имеем

где п = 3 п} (3 1 «|\ 
откуда следует, что

Л

2 (9 " ֊'«(«ДО = 2 1‘(9) V 3*+։^(3,+1«). (13)-
</\ /Т| \ Л| V \ *1

’• ** ' л ’ 4

Но
М3։+:Т>)= ЬЛЗ'+%). (14)

поскольку, как легко проверить,

где л, = с! 'д, й = 3& -|֊ 6 (3 — 4՜!)» Б =— (|5| — &) и два много- 
^0

члена х’ +1 4- лх 4- я2 * и д? +’ 4֊ ах<>п՝+а\ изоморфно приводимы.
Поэтому, собирая слагаемые двойной суммы (13) с одними и теми же 
значениями V, мы получим

2 !»(</) 2 з,+՝ VI..,, (в՛" V) = 
4 п1 у

= 2 З4՜1 (Зж *)  2 р(йО = Зл^(Зл) 
^\П| ч Л1/1>

И
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И моем

Л<л: х)р 1 гг. ((Х«п - ах) ֊• р)'’՜’ =

р՜՜ ։ . и

И—О г/—О

откуда в силу (1) находим

Л0(х) = а₽ а, (.<■) =а₽' + Р՛") и Ьир = а°

I I 1Поскольку Ьо « ар ’* то очевидно 5-Л£ = 5, где ! £ Р։) и в силу 
{4), для всякого натурального числа т.

Зт ~ «^м-1 Ло 4՜ I /».

I Пользуясь (15) при т = 1, так как 5՛- О, получим

I 5! .-= |.А1 = *Дж)  = 1У’_1+1₽”' й

I Далее для т = 2, .... п в силу (2) будем иметь 

. . *(•։)*>  
5}-5'л: + А, =-;х’ + ֊!х' + 2;8՛'’.

(15)

х(л-Э)֊1
4֊ 3Т₽՝"

т. д.

Проделав эту процедуру подряд Ь раз и учитывая при этом, что 
1 • Л* 1 = а՜' , мы получим

-Т 2л;Р' р4- ь₽ Ь։ = 1р”<’֊я

и Т. д.

£>„ =-- 7 (1 + и» + • •
а— 1

■I 4 лтр1"£(*  + 1 -а)(г,)"՜' ,
I

или, согласно (5)
Д 5՝я(;) .= г/^'л^ + £(*+ 1 ֊ «>(П|)Р՝и-1։-+ <16>

а—и </*՝!
1 где

8* гд - (п։)р(1 + II» -Ь---4-(п»>* ‘ )*=-- в՜ ! ‘ + а՜

В '<771)*  = “՜* и



Пусть с — минимальное натурально՝ число, удовлетворяющее усло
жню Г, = 0*.  Тогда, очевидно,

• Т. е. е равно порядку элемента а в группе Р , еслл а/=0, и е -р если ։ = 1.
•• Если, конечно, (л) > 0.

«О

8«я (Е) = с-л? 2£«а֊“. 
I

(17)

Это все .гает возможность сделать следующее
Утверждение 3. В кольце ЛД.с] многочлен /։/(п; х) пол

ностью разлагается на неприводимые делители, степень которых де
лит число еп и не делит ехп, где ех—любой собственный делитель 
за исключением лишь одного линейного сомножителя >։ (.с) = 
= (1 —в)-г + ?**.  и при этом первый коэффициент а любого непри
водимого делителя (л; л) оелеин <Х удовлеиюряе< условию 

|/’’т ". Данное утверждение следует нз (16), (17), л<*м-
«- ։

мы I, замечания 2 и того факта, что для любого е, и ։ выполняются 
два соотношения

(£и (О, /Я(П\ х)\ = •]»,(*)  

поскольку
Г,;՛ (•?;.. (0-5),. (04 4-4 И: =г) = !>,(х)

И

Ф։(^)\Л(я; •*)

Сейчас мы покажем, что если (х) =£0, то для любого натураль
ного числа удовлетворяющего условию ((Гхеп> е) = 1, справедливо 
равенство

7Л (£/) = — 2] р(л)(^« — £р), 
а и-. л 

(и.

где ?л (4) —общее количество неприводимых делителей многочлена 
Д(л; степени с1 и ер = -1֊(1 — (-|)р). 

А*
В самом деле, согласно утверждению 3, имеем

Чп — 1 — 2] \edtnfied), 
<*\»»|

где п -- кп1։ (л։, е) — 1, Х/|е и )֊/ —любой простой делитель К. 
Из равенства (18) следует, что

V |1(б/)(^^ _ 1) = 2ц((/) 2 ке1^„(к£у).

(18)

(19)



Но

поскольку
tn(^ev) « t' 4 (»ev), 

— <1 я« *է(ժ-ս)
/№')֊№ ֊^4֊Ч*  = О,

(20)

где

n,-d-'n. ,=•■«. »=‘- ’<*  ’-'Ղ
7՜’(։՜։ ֊ 1)

и два многочлена л*  -ах 4֊^ и х*  ’ — ^х 8 изоморфно приво
димы Поэтому, собирая слагаемые двойной гуммы .(*9)  с одинако
выми значениями V, мы получим

լ ս(^) ձ. )evtr, f(^7i) - (>eo) J*(*0  = efita(en),
(• nvd

Z ? (rf) (<TJ ֊ -P) -- ent {en)

и u силу (20)

a u\d
(u. *,-։

что и требовалось доказать.
В заключение отметим, чго в случае, когда ? = 0 (условие не

сколько более слабив, чем |։ (х) — 0) можно, повюрив описанную 

процедуру .слово в слово*,  показать, что двучлен х“ ах в кольце 
Fq [х] полностью разлагается на неприводимые делители, степень d 
которых удовлетворяет условию (сГ՝ е*п\  е*)  = I, где е*  — порядок 
элемента а в группе Fq, а их общее количество tn(d) для любого 
такого d связано равенством

а
== — ~ Н(«)? '

d и
(а. <••)-։
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»

Հայաստաս|> ՂԱ1Լ ակաղեմէ1|ււս (Ь. ГК ՎԱէ^ՇԱՄՈՎՎԼրջաւ[որ դաշտերում օպէրսաւոր(Այւփ մ|ւ դասի մասին
Վերջավոր դաշտի վրա ցանկացած բազմանդամի համար առանձնաց- 

վում են նախապես տրված Հողակիրներով չվերածվող բաժանարարներ, Դրա 
հիման վրա մասնավորապես չուծվում է եռանդամի վերածումը չվերածվող 
րպմանարարների մասին խնդիրը. Մասնավոր դեպքում [X] օղակում
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րա րնե րի, որոնէք աստ

աւոԿՒ}Ւ' Ti (*)  ~ (1 — *)x  4- ?
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