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О процедурах стохастической аппроксимации. Маргинальный подход 
(Представлено академиком НАН Армении Р. В. Амбарцумяном 10 ГЦ 1992)

Хорошо известны (см., например, (’)) стохастические процедуры 
Роббинса—Монро и Кифера—Вольфовица для нахождения корня 
уравнения регрессии и экстремума функции регресс։։, . В данной ра­
боте рассматриваются общие модели этого типа и получаются оценки 
неизвестных параметров по семимартингальным наблюдениям. В отли- • • • • « 
чие от работы (2), где рассмотрены аналогичные вопросы, стохасти­
ческий базис здесь предполагается произвольным, а рассматриваемые 
на нем процессы—нерегулярными (не принадлежат пространству Ско­
рохода са<11а2-։։роцессов, т. е. с непрерывными справа и имеющими 
пределы слева траекториями).

При получении оценок используются мартингальные методы, вве 
денные в данной общей ситуации Л. И. Гальчуком н (3) и развитые 
далее автором в (*•*)):

Введем следующие обозначения (см. (3)):
Р и О — <з-алгебры предсказуемых и опциональных множеств (а 

также множества соответствующих измеримых процессов);
Р —множество строго предсказуемых процессов (а։)։ если

<«Л>о£р и <а1Л>оч°):
А|ос, V՜1՜ и А^с — множества процессов локально интегрируемой 

вариации, возрастающих н локально интегрируемых возрастающих 
процессов;

М|ос и М?ос — множества опциональных локальных и локально 
квадратично интегрируемых мартингалов;

5—множество опциональных семимартингалов.
Пусть имеется некоторый стохастический базис (2, Г. (Т,), а, Р). 

где Р — полная а-алгебра (по вероятностной мере Р), (Г,), 0—произ­
вольный неубывающий поток а-алгебр (РДСР, Г. 5 ՝ 0- Траекто­
рии всех рассматриваемых на нем процессов Л =( ^1, 0 предпола­
гаются имеющими двусторонние пределы Х։_ и Л'։+ для любого 

/>0.

67



Любой процесс а = (а,), 0 £ А1ое имеет представление

а = аг ֊1֊ а11,

где аг = ас + 2 Да, £ А|0С , а* = А*и, £ А։ос , ас £ А|0Г — процесс с
• 4Г<-

■епрерывными траекториями, А։1Л — а, — ая-, 5>-0•Г •
Всякий процесс т = (т^ : М։ос допускает (см. (’)) разложение

(единственное с точностью до неотличимости)

т — тг 4- тк ,

где т։г =; тс -|- тл . т1 М|ОС — непрерывный локальный мартингал». 
тл н /п*£ М|ОС — „чисто разрывные" сас!1а§ и са^1ас1 локальные мар­
тингалы, соответственно. |

Для процессов X, У^З определим квадратическую к< вариацию

[X, 4 = <х'. Г >, 4- 2 ИХ, АГ, + V Д* X, х՝- г .
*</

где (Xе, Уе > — взаимная квадратическая характеристика непрерыв­
ных мартингальных составляющих Xе и У՜ процессов X и У.

1. Процедура Роббинса—Монро: \
Пусть процесс X = [Х(\ 0 удовлетворяет стохастическому урав­

нению

где
|о. п р, л

(1>

р. л

К = Кгнаблюдаемый процесс, т = пгг 4֊ тк £ М|„с . а = 
= 4֊ А^, R1 (х) = (х - 6), ^^4(0), /-=1,2, х^՝.

в £ R՝ — неизвестный оцениваемый параметр, положительные функции 
7(։?£Р и 7<2ЧО такие, что

Р. л
Условие (А):

р. Ц

= х>, | 7(։,|։ а^ оо, <х> п. н.

Имеет место следующая (ср. (’))
Теорема 1. Пусть т м|ос и для всех / > 0 п. н имеем 

д <' тг > д. { тк ) . ,
а)  аа, ' ----- -а~- < Г - :де < Л1'> £ Р П а

< т» > <е Р, П АГос — квадратические характеристики тг М?Ос “ 

л»г€М|ос, СХ^г'-С00 п- н‘ ~ случайные величины, /=1, 2;
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Ь) 0<><1 р։^( да> 0< Т։«< 1 — 0։-у<»д а։, где О < Р/ <

?/ — заданные константы, а т{ <а> п. н.—с. в., / = 1,2. 
Iогда при выполнении условия (А) имеем

Х( — 9 п. н. при 1 -» оо. * 
Доказательство. Запишем уравнение (1) в виде (/>0)

Х> ֊ 0 = К՛ - 94- у (X,-0)^4- I (х, (2)

1°.'I |о,11
где

л; = л՛;4-л/г, V; = = - (* -(՛^т' ,
ВI ։«• <։

лу = _ Г € М’ос

|0и/|

(определение интегралов см. в (3)),

Тогда, так как для любого />0 имеем

aZ,>-l, a+Z,>l и

IaA'jAZJ
TZt \+±za < Ь-|Л'. л/'Г,•(V’-fcpO. 

Tl
A^I/t^^-afXoo,

to (cm. (4), теорема 3.3.2) имеем

X, ֊ 6 = в;' г,,
где —e(Z)/1։ £^); — экспонента Додеан, т. е. решение 
нения

К, - 1 4֊ г.-2;-г г (см. (*)), а

1Г, = г;4֊ 1У; = ^-(А/^- 1 ' /- ) »

урав-

UZf = 5 (Л* -
|Z^. /V^l

Далее из представления (см. ("))

е (Z), = exp Z, П (1 + е

следует, что ь(2)^>0 п. н., В (; I и, согласно условию (А), имеем 
= оо п. н.
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Кроме того, так как

-го ։(2ИР. «(2)+^О, т. е. «(2)СР,.
С другой стороны, имеем

«-■ 1т֊т - в-12'. л'км;м.
I -4- А £

В- = в. 1г>. 6М?«.
1 | А

так как
2'(Рп К £ЧР,пи и [гг, Уг] = (лг) ы\ |г*. а/*] =-(д+г).л^

(см. (’)). Таким образом 1Г£М 3
1ос •

Рассмотрим теперь следующий процесс:

у, = (I + вг՝ ■ V. + (1+ в+)՜՛ • г? м?„.

Отсюда, согласно условию (А), имеем

< У' > . < 2(1 + В)՜* (В՝_ + < /V' > . < 4 < Л՜' > _ < со. (3)

Аналогично

<К'>_<2(1 4-в+)-’(В’+ в?+(ь+2уу < ЛГ» >. <4 <Л<'>.<«>.(♦) 
Таким образом

ПР, » = СО и ( У ) _ < ое п. Я.

Отсюда следует (см. (5)), что

В( ՛ Ф, •— 0 п. и. при / -»оо .

2. Процедура Кифера—Во льфолица՝.
Пусть процесс X — (Х/)^ удовлетворяет стохастическому урав­

нению

л, = - у (44‘>)-11<«> а г/ - С (4с7>)-։ т«> ау, (5)

Р. П |0. Г|
где а

г; = [ (/՛ (Х,_ + с;>) - /' (А,_ - <»)]</„; + т;, 

|0. П

У‘ = ( ( /’ (X, + 4’>) - Л(X, - е«')| + /п»,

10, Г|

У — У' + Ук £ 3-- наблюдаемый процесс, т — т' £ М|0С| а =
— аг -|֊ а* Аьс , / (х) « ^(х—6)’֊ функция регрессии, (
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I— 1, 2, х£/?', б£/?’ — неизвестный параметр, положительные функ­
ции 7(‘>։ <ЧЧ£Р и 7։։>, с^£О такие, что 7п>-аг, 7<։,-с*£А+ , ■*{'» 10.

| 0 п. н. при < — оо.
Условие (В):

= ^.а* = со, | т<։> (с'»»)՜՜1 |։а'_ < оо

Теорема 2 (ср. (’)). Пусть т £ М|ОС 
а) и Ь) теоремы 1 и условие (В). Тогда

|т(” (С։)) ’|։ а£< ® п. и-

и выполняются условия

—* 9 п. н при / -► со.

Доказательство. Запишем уравнение (5) в виде (2), где 

Л';= ֊(4с ՛»)՜ ։7<։)-/п;, _(4С(Т))֊|7(«./Пг>

= ~0։ (т(|> ^). 2? « ֊В։(7‘2) оЛ-

Далее доказательство проводится так же. как в тео еме 1.
Замечание 1. Предположим, что в моделях I и 2 имеем 

/п€М|ос. Тогда условие а) в теоремах 1 и 2 надо заменить на сле­
дующее:

д\т‘, /п*)г
да* (/>0). (6>< « < х>

Для модели 1 согласно условию (А) и 
с (3) и (4)

(6) получим по аналогии

[Г', Г'1_<4|Л', ЛД^ео, т уч. к4|л^, ул.<ос.

С другой стороны, в силу условия (6) для любого Л-момента 
остановки Т и /^-момента остановки I! имеем (/\. —0.

= П гдг>/
.<(£Я}.)''(Е[Л'. ЛЧР'Л ,О.

Е I А+ |/у<. < ЕВи | Д+ Ыи | /и<ш < (ЕВ1 )"• (£[Л*. Н'^/и. .< «•

так как процессы В2 Л '], — Р/пА|о< (см. (ь))^
Отсюда следует (см. Р))

6 п. и. при / — ас.

Аналогично проводится доказательство м для модели 2.
Замечание 2. Рассмотрим дискретную процедуру Роббинса— 

Монро (см. ('))
хя — хя_| 7л Уп , л _>■ I,

где уп = р (х„_։ - 9) + е„ . («я, Гл)д>1 -мартингал-разность с 
Г|Гл„, | < £ < ос, последовательность (1л, Гд ։)^։ такая, что
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п. н.

Применяя тогда теорему 1 с л, — р] и получим

хв —» 9 п. н. при п -* ОО.

Ереванский государственным университет

Կ. Վ. ԳԱՍ4ԱՐՅԱՆՍէոոխսւստիկ ասյւրոկսիմսւցիայի պրոցեդուրաների մասին:Մարտինդալափն մոտեցում
Հողվածում ստացված են անհայտ պարամետրի գնահատականները Ռո- 

քփնս-Մոնրոյի և Կիֆեր֊Վոլֆովիչի պրոցեդուրաների համար ըստ սեմիմար֊ 
տինդալային տիպի դիտարկումների։

I) տոխա ստիկ բազիսը այստեղ ենթադրվում Լ կ ամայակ ան, իսկ րո1որ 
դի տարկ վո ղ պրո ցեսներր ոչ ոե դուլյա ր ք երկկողմանի սահմ աններ ունեցող հե­
տագծերով)։
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