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О формуле обращения интегрального уравнения периодических 
кон так։ ных и смешанных задач теории упругости

(Представлено чл.-корр. АН Армении Б. Л. Абрамяном 9Х 1991)

Плоская периодическая контактная задача теории упругости (’), 
смешанные задачи о напряженном состоянии упругой бесконечной 
пластины с периодической системой коллинеарных трещин, располо
женных на одной линии, нормального отрыва, пол речного и про
дольного сдвигов, а также соответствующие задачи в случае перио
дической системы абсолютно жестких включений вместо трещин 
(’• ') описываются сингулярным интегральным или интегро-диффе
ренциальным уравнением первого рода с ядром Гильберта. Более 
общее интегральное уравнение с ядром Гильберта методом продол
жения в комплексную область рассмотрено в (4), где, в частности, 
приведена формула обращения этого уравнения в указанном случае.

Ввиду важной роли упомянутого интегрального уравнения в кон
тактных и смешанных задачах теории упругости, в настоящей работе 
способом, аналогичным примененному в С ՜*1), вновь устанавливается 
его формула обращения. Показывается, что эта формула, которая по 
своей структуре несколько отличается от приведенных в (1,3‘) и 
которая в ряде случаев может оказаться более удобной, в конечном 
итоге эквивалентна им.

1. Речь идет об обращении сингулярного интегрального уравне
ния первого рода с ядром Гильберта

-у2- ? — /(О (1.1)(0<а<-),

где (£) —искомая вещественная функция, а /(с) —Данная веще
ственная функция, удовлетворяющая на (—а* «) условию Н.

С указанной целью рассмотрим известное сингулярное интеграль
ное уравнение с ядром Коши

и запишем формулу

1
* J t — x 

—а
его обращения

= g (*)

(5)-

(1 2)"
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I(x) =
J

л
• (1.3)

—и

где С—произвольная постоянная Далее в
•перейдем к новым переменным

уравнениях (1.2) и (1.3)

2 А*

•и учтем, что

5 У /£—’I Ч \ ’i
со։ -cos — dr cost--------- t —1-cos—

di 2 2 ^2 22

*~x 2cos։ — sin-—- 2cos։ — sin-—-
2 2 2 2

= T(c(giF'+tgi)</,:

։ ; V 2 (cos 5 — COS a)

2 2cos ■cos —
2 2

II В результате уравнение (1.2) перейдет в уравнение (1.1), где

f (О
(1.4)

До —
— а

1

(1.3) принимает вид 

cos’ 

2« р2 (cos Е — cos *)

V 2 (cos 7} — cos в)
/(7])dvj -

2r. )/2(cos E — co։ ։)

У 2 (cos •>) — cos«) dr) 

sin -—- cos’ —
2 2

Ceos

У 2(cos E — cos •)
(1.5)
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Легко заметить, что

• COS-^֊- • СО8(COS 7] — cos а)
I --------------------Z-------------------------------------rfr(-
J 2sln-------- cos*/—Yeos —

2 \ 2 ) 2

a ________
n а Г V a* — t1 dt л I

= 2cos — I --------------------- ---  — 2k cos — tp — .
2 J t-x 2 2

— a

с учетом чего (1.5) перейдет в следующее выражение:

cos’f-Ц .'

v (О = ֊ .-,7.-- Ъ +
2"V2lcost-cosa) J sin^ii.cos։A 

-‘2 2

a £ ;
2Д0СО5— sin— Ceos —

2 2 2
4֊ ----- =--------—— - -• ШК4 <? 6>

V 2 (cos 5 — cos a) у2 (cos c — cose)

Теперь при помощи 
иметь

До = — 7(r։) sec

(l.G) в соответствии с формулой (1.4) будем 

— K2(cos Tj — COS a) dr] ֊]֊ — cos — /(2), (1.7)-
2 2

где

Al) =
sin

Легко видеть, что

sin —cos —
2 2

V 2 (cos«— cos 2)

siny
и 2 (COS i — COS a)

dxa

2
rr —

(x = au/l 1 + «’ )

a

a
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Обращаясь к вычислению интеграла ֊/(rj), представим его в виде 
и

, a 7J С Х(1х
J (<1 = — sec — sec — | -------------------------------- ---------- —

2 2 J (x — 0 (I ֊+֊ x։) a* 1 — x’

1 г’-а’ -* ± i V а՝ — х1 при (| х | <а), z — х + х'О,

I Г ___________ 2xdx____________
2тл J х(х-С)(1 + x՝)Vа՝ -хГ

— а

С I
(? ч- 1) К? - а2 4֊ 1) V

— a 

/ = tg֊b <x = ։gy)-

и в комплексной плоскости г = х 4՜ <У, разрезанной вдоль отрезка 
(—а, а| вещественной оси, рассмотрим функцию комплексного пере

менного Л(г) = г/(г։-4֊ 1 И г1 — а՝ . В разрезанной указанным спосо
бом плоскости выберем ту однозначную аналитическую ветвь функ
ции Л(г), которая в окрестности бесконечно удаленной точки обла
дает поведением Л(г) Гг’. Очевидно, что точки г — ±1 являются 
простыми полюсами для выбранной ветви функции Г имеющей 

в них соответственно главные части и± (г) = 1/(г 4-£) 21V 1 4՜ а* . По 
обобщенной формуле Коши для бесконечной области ((•), с. 250—253), 
ограниченной контуром Г, применительно к выбранной ветви функ
ции (д), можно записать

1 ։' zdz

2n J (z - Q (za 4-1)1

-G^-G. (С).

Стягивая теперь контур Г к разрезу {-֊а, а) и учитывая, что 

будем иметь

Далее, воспользовавшись известной 
при С ■— t 4֊ /0, находим

формулой Сохоцкого—Племеля

(|/|<а)

и. следовательно, /(■»})= —«cos —•

С учетом выражений интегралов 
до сих пир неизвестную постоянную

/(tJ и /(<) из (1.7) определяем

о —
sec (в/2)

cos a) sec -֊- / (>р dr). (1.8)
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Внося выражение Ао из (1.8) в (1.6),
уюшую формулу обращения уравнения

окончательно получаем еле- 
(1.1):

cos* (' /2 )
2 : | 2(cos 1 cos«)

‘̂2 (cos Т| - cos a)
•n— £ . t>
sin cos ----

2 2

dri +

A sin(c/2) 4- Ceos (1/2) 
|/‘2(cos; — cos»)

(1.9)

(A 2A0cos (a'2'«

■де С — произвольная постоянная.
Отметим, что входящий в (1.9) интеграл легко может быть вы- 

шелен, если функцию ((|) представить в виде конечного или беско- 
1ечного ряда

/(0 = 2/,C'։_,(tgG/2)/igi<42))
где ип(х)—многочлены Чебышева второго рода, а згтем пользо
ваться известным интегральным соотношением с ядром Коши, содер
жащим многочлены Чебышева первого и второго родов. Действи
тельно, возвращаясь к прежним переменным, можем записать

cos (1/21
2Г՜

у 2 (cos Tj — cos а) 

sin -—- cos’ —
2 2

/(т.)^ =

2cos(a,2) V a' t' df 

t — X

Rl<«).

где h(x) ~/(2arctgx).
H 2. Воспользовавшись элементарным тождеством 

sin --------
■ COS’ (1/2) 1 = ; 2
■ cos* (VJ/2) 2 i sinlzil co։’(4/2)

№ 22

1И учитывая (1.8), формулу (1.9) представим в виде

/Е\ _  _  __________
I 2* )/2(cosT-՜ cos а)

V 2 (COS Tj — cos a)

Sin
f I ▼;) +

C, cos 11/2) - — —1^— ■ w -•« I
) 2 (COS 4 —cos®)

) 2(costj—cos«) sec-֊-tgy/(Tj)di.

(2.1)
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Здесь С։ новая произвольная постоянная. Эту постоянную можно вы
разить через интеграл от функции <р(£). Действительно, принимая во 
внимание выражение известного интеграла ((7), с. 111), будем иметь

= I ........-= $сс fsec'2‘ *

J V 2 (cos £ — COS a) Sin - ------ 2 2

| 2(COS7) — COS a)
Io

D.& ч)
(2.2)

где 

£ А Л

Теперь обе части (2.1) проинтегрируем по £ в интервале (-а, а) 
и с учетом (2.2). В результате получаем

С,= —. Р= [?(£)<«. (2.3)
К

—«

Таким образом, формулу обращения уравнения (1.1) можно 
представить также в следующей, эквивалентной (1.9), форме:

Ф (;) = _ 1 х
? «/2 (COS 5 — COS а) 2тт У 2 (COS 5 — COS а)

X [ V2(co^-cosa) Щ|<«). (2.4)
J sin^-

2

Отметим, что формулы обращения уравнения (1.1), приведенные 
в (') (с. 71, формула (334)) и в (2) (с. 125, формула (111. 42)) 
после элементарных преобразований переходят в (2.4). Отметим 
еще, что формула (2.48) ((*), с. 109) при а—п — а, Ь = я + а после 
замены переменных х = £ 4-я, ? = ц-|-« также переходит в фор

мулу (2.4).
В предельном случае а=л уравнения (1.1) и (1.9) или же (2.4) 

переходят в известные формулы обращения Гильберта (8), причем 
следует учесть условие разрешимости уравнения (1.1) при а=л.

Институт механики Академии наук Армении

22



Մ. Ս. ՄԿՐՏ23ԱՆ, Ս. Մ. ՄհԻԲ՚ԱՐՅԱՆԱռաձգականության (տեսության սթսրբեւ^կա£ կոնտակտս փն և ի1նղքւոների |ւնւոԼգրս| նսւ|սսս**ման շր^մսւ1ւ բանաձևի մասին խաոր
Նոշու և Հ-իքբերտի կորիզների մ՛իչև եղած կապի հիման վրա աշխատան

քում ստացված Լ ա ոաձդականութ յան տեսության պարբերական կոնտակ
տային ու խաոր խնդիրներում հաճախ հանդիպող Հիյբերտի կորիզով աոա
ջին սեռի եդակի ինտեզրայ հավասարման շրջման րանաձևրւ Աշխատանքում 
ցույց է տրվում, որ այդ բանաձևր համարժեք Լ նախկինում ուրիշ հեղինակ
ների կողմից ստացված համապատասխան բանաձևերին, թեև իր կաոուց
վածքով փոքՐ ինչ տարբերվում է վերջիններից։ Նշվում Լ նաև, որ ստաց- 
աս/ժ բանաձևր մի շարք դեպքերս ւմ ա վե յի հարմար կարող է յինե/>
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