
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿ11ԻՑՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

-V ՜~- — - яг*г»"-^,яр" I ■ ■ ■■ ————յւ-Հր
Том 93 1992 № 5

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

УДК 529.3.01

С. М Мхитарян

О спектральных соотношениях для интегральных операторов 
с логарифмическими ядрами, встречающихся в контактных 

и смешанных задачах теории упругости
(Представлено чл.-корр АН Армении Б Л. Абрамяном 15/Х1 1991)

Многие контактные и смешанные задачи теории упругости и тео
рии вязкоупругости сводятся к интегральным или интегро-дифферен
циальным уравнениям с логарифмическими ядрами (|~а). Их реше
ния часто проще и эффективнее построить при помощи спектральных 
соотношений для соответствующих интегральных операторов, чем 
другими методами. Обширный класс спектральных соотношений в 
ортогональных многочленах для интегральных операторов, встреча
ющихся в разнообразных областях механики деформируемого тела и 
математической физики, приведен в (*•*). Кроме того, такие соотношс 
ния получены в (6), а также в работах (7՜"). *•

В настоящей статье методами теории логарифмического потен
циала устанавливаются спектральные и родственные с ними соотно
шения для интегральных операторов, порожденных логарифмиче- 
скими ядрами, которые играют важную роль в контактных и смешан
ных задачах механики деформируемого тела и в смежных отраслях 
математической физики.

1. Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

п ? (ս)ճս = ք (х) (1.1)

при условии

(1.2)

где у (л)£ /Л(А) («>(л)>0). /(*)£/?(£), /.— отрезок или совокуп
ность отрезков юризонтальной оси Ох плоскости, отнесенной к пра
ной прямоугольной декартовой системе координат Оху. При помощи 
логарифмического потенциала простого слоя
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1п----5 (I зь

решение уравнения (1.1) при условии (1.2) можно свести 
следующей внешней краевой задачи (•);

= ° ((х,у)£П\Л П=|г>0|);

у *0

к решению

После решения краевой задачи 
уравнения (1.1) определится по

(1.4) плотность источников решение 
известной формуле

— ку (х) я-Нп։ з^п у (х££). 
у-о ду

Чтобы иметь дело с регулярной на бесконечности внешней 
вой задачей, от функции и (х, у) перейдем к функции (։)

(15}

крае-

У(х, у) = и (х, у) - Р 1п — (I 6>

Тогда вместо (14) будем иметь следующую краевую задачу:

ди = о

¥-0 =/(х)-Р\п

И(х. у)-0 

а вместо (1 5) — формулу

дУ 
ду

Р8(х) [ (х6/->, (18}

где 3(х) — дельта-функция Дирака.
Далее конкретно рассмотрим два случая, когда

Сначала рассмотрим случай конечною 
случай. Как в (*), комплексную плоскость г 
I. при помощи функции Жуковского

отрезка £, т. е. первый
= х + 1у с разрезом вдоль

а (19)

„ л кпмг 0<1 плоскости С, причем будем иметьотобразим на единичный кру । р*֊֊
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соь О,

При указанном отображении верхний и нижний берега разреза Л 
переходят, соответстенно, в нижнюю и верхнюю полуокружности р»|, 
а точка 2 = ао пере<одит в точку ' = 0. Исходя ։а последнего, при 
помощи (1.10) находим Я

— (с? 4 2p»cos20 -4-1) 
(2

откуда вытекает, что I г(р-»0). Поэтому, предполагая, что 
как обычно, плотность источников логарифмического потенциала 
(1.3) обладает конечной мощностью, т. е. имеет место условие (12), 
в соответствии с (1.6) введем в рассмотрение функцию

Г(р. И) (1.11)

у» (Р. “> =47 (у (։• + у)cos °- у (с - у)sln #

Тогда краевая задача (1.7) преобразуется н следующую задачу
Дирихле для единичного круга: : 4

д*\*' 1 OW , | d՝W Л------- I---------- - |----- --------- — ()
др* Р др р։ db*

(р< 1, — к<0 <

(1.12)
U7(0, 0) =-0; >Т(1. »)=/.(») -Pin — ; 

а
/o(») = /(tf cos»)).

При этом формула (1.5) с учетом 
(х = a cos 0 —т. 0 < тг)

(1.11) перейдет в формул;

о (х) - ( т.а | sin i> |l 1 (1.13)
p-l

Решение краевой задачи (1.12), построенное в (’) методом раз
деления переменных, имеет вид (п=1,2,„.)

Щр, (-г<в<ж),

oW(p. »>)

ДН») cos л։»<Д), 2к In

Рассмотрим одну гармонику 1Гя(р, &) = р*со5л& (л = 1, 2,..) полу
ченного потенциала, а также его нулевую гармовижу (Гс (р, Н)=0.
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Вычислив
НАХОДИМ

по формуле (1.13) соог«тст.ующу10 плот11остк исто,ниио„

(a cos 0) - лсо$яН (naslnh)՜1 (Я = J 2 . j 
р sin Н)1 (А=0; 0<»<^). (I 14)

Учитывая (1.11), выражения указанной гармоники при р«| 
нгтствующеи ей плотности источников из (1.14) подставим в 
результате придем к следующим спектральным соотношениям 
—многочлены Чебышева первого рола):

н соиг-
(1.3). В

(Гп(х)

In I л '^(х/а) (п 1.2. ...);
I In (2 а) (и ~ о. |л|<л); • 1 15>

полученным в (’-’) другим методом.
Чтобы получить родственные с (1.15) соотношения, дающие вы 

ражения инте։ рал о в на лучах заметим, что согласно (I 10)
лучу х>а соответствует значение В = 0. а лучу х <-а - значение 
0 = к; следовательно

тп <('•' 't)du

I ' и’

(0<Р<1).

откуда
р = ( х| - I д1- а’ )/а (|л|>а). (1.16)

Подставляя в (1.3) значения указанной гармоники потенциала при 
0 — 0, Н = к и выражение ?(х) из (1.14), с учетом (1.11) и (1.16) по
лучим следующие интегральные соотношения (//(х) - функция Хе
висайда, п = 1, 2,...);

а

— а

1
1*֊«1

Ta(u/a)du 

) а։ — а’

In

.-= — I//(л)+ (-1)"//(֊*)II(И- V ж*-а’)/®Г;
п (1.7)

_J______ . du. - = In [2(|х| — V л։ — а* )/а’| (|х|>о).
х — и I ) а’ « и*

Соотношения (1.15) и (1.17) после дифференцирования их обеих 
частей по переменной х переходят н соответствующие интегральные

м Коши.соотношения с ядг__
2 Обращаясь ко второму случаю, рвшеиме краевой задачи (1,7). 

опять построим методом разделения переменных, для чегокак выше.--------------- , _
опять воспользуемся конформный отображением (19) При помощи 

в» --------- веще-с исключенными лучами |х|>а(1.9) плоскость х = л + /У 
ственной оси отобразится на верхнюю полуплоскость ч 0, причем
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полуплоскость у^>0 отобразится нт полукольцо {р^> 1, 0<П<-), а 
полуплоскость у<0—на полукруг {р < 1, 0 < 0 < плоскости С. 
Отметим, что верхнему берегу разреза / по лучу х>а (х^—а) 
соответствует луч 5 1 (?<^— 1). я нижнему берегу разреза I. по
лучу х>а (х<—а) интервал о<«<1 ( — !<£<<’).

Краевая задачи (1.7), сформулированная в координатах т( для 
полуплоскости т; 0, обладает нормальным решением вида

т|) = е ц!со5(՝) (х>0, — «><Е<оо, т]>0); 
I 5«п (с)

Соответствующую потенциалу (2.1) плотность источников можно вы
числить по формуле (1.8), если при ее преобразовании, как выше, 
учесть, что в данном случае согласно (110)

Игл 1К - 2_ _ Г— 
ду а | Р — 1 |

Далее, приняв во внимание (1.3), (1.6) и поступив совершенно
аналогично изложеннному выше, придем к следующим четырем спек
тральным соотношениям:

соз(хр± (а))

5£П и 51П (>р± )и))
(1и =

СО5(>֊Р±(Х))

$£ПЛ$т(кр (х));
(2.2)

(Х>0,

Р (X) =
а

|х|>а).

Ими даются обобщенные собственные функции интегрального опера
гора

— о

Ч (и)йи.

Так как интервалу £/ - (у — 0: — а<х<а} соответствует полу
окружность {р = 1, плоскости С, то родственные с (2.2)
интегральные соотношения имеют вид (|х|<^а, Х>0)

224



—a

к՛ (а)
COS(>р. (U))

du = 
sgnusmf/p (//))U

cos(>x a); 
sin (*x/a).

Отметим, что указанный интегральный оператор Л' согласно (2 2) 
обладает двукратным сплошным спектром.

Спектральные соотношения (2.2) можно записать в более ком
пактной форме, если в них от косинусов и синусов перейти к экспо
ненциальной функции. Эти соотношения можно преобразовать также 
на полубесконечном интервале (а. со). А имено, будем иметь

In ® (u)cos(/.p (и}) du --cos(>p±(x)); (2.3)

(дг>0, x>a)

Дифференцирование обеих частей (2.2) —(2.4) по переменной х 
приводит к соотношениям, содержащим ядро Коши и аналогичные 
ядра.

Заметим, что при помощи 
(0<Հ;. tj <Հ or ) ИЗ (2.4) МОЖНО 

• — ч шения для ядра In cig--------

замены переменных х — ае :, и = ае1 
получить новые спектральные соотно- 

на полубесконечном интервале.

В заключение отметим, что формулы разложения произвольной
функции по обобщенным собственным функциям, дающимся спек
тральными соотношениями (2.) —(2.4), можно получить из соответ
ствующих формул разложения этой функции в интеграл Фурье

Институт механики
Академии наук Армении Ս. Մ. ՄԽԻՕԱՐՅԱԼՆ
Աոա ձ с| ш կ ш & п. թ |քա ն տեսության կոնտակտային և խաոլւ իւնգիրներում 

քոս&գիւգող լոգարիթմական կորիզներով ինտԼգրա, օպերատորների 
համար սպեկտրայ աոհշությունների մասին

Աշխատանքում չոդարիթմական պոտենցիաչի մեթոդների օդնռթյամբ 
Ստացված ( աոաձդականո,թյան տեսության, ինչպես նաև ա ո ա ձդա մ ածու ֊ 
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ցիկուիյան տեսության, կոնտակտային և խտոր եզրային խնդիրներում հա. 
ճախ հան ղի պո դ լո զարի թ մ ա կան կորիզներով ծնվող ինտեղրալ օպերատոր- 
ների համար սպեկտրալ և ազդակիդ ինտեղրալ առնչությունն երի մի դաս. 
Այղ ա ոնչությունն երր վերջավոր ին տերվա լի դեպքում պարուն ակ ում են Տե- 
րիշեի աոաջին սեռի օրթ ո զոնա լ բազմանդամներ, իսկ երկու միատեսակ և 
կոորդինատների սկզբնակետի նկատմամբ համաչափ դասավորված կիսա- 
անվերջ ինտերվալների դեպքում—փոփոխված արդում ենտով եոանկյունա֊ 
չա փական սինուս և կոսինուս ֆունկցիաներ։ Ս տա դվա ծ առնչությունները, 
որոնք ներկա յա դնում են ինքնուրույն մաթեմատիկական հետաքրքրություն,
Հնարավորություն են տալիս կառուցելու կոնտակտային և խաոո խնդիրների 
բէր՝էԿ կս ն 1.ն լ^;ն դասի որոշիչ ձնտեդրւհչ ե ինտե զրա֊րի՚ի ք.րենդի:պ հւսվսւ֊ 
սարումն երի պ՚րրդ ե ա րդյունավետ լուծումն երր:
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