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В данной работе получены усиленные законы больших чисел 
(У. 3. Б. Ч.) для одномерных и многомерных опциональных мартин
галов. Приведены также законы повторного логарифма для одномер
ных опциональных мартингалов, распространяющие соответствующие 
результаты Д. Лепннгля. Многомерный вариант У. 3. Б. Ч. приме
няется для установления строгой состоятельности МНК—оценок па
раметров для линейной регрессионной модели, рассмотренной в ре
гулярном случае А. А. Новиковым и А. В. Мельниковым (1-г), а 
также А Де Бретоном и М Мусейлой (4).

В отличие от работ (։՜®), где аналогичные вопросы рассмотрены 
для регулярных (сасПа^) мартингалов, заданных на стандартном сто
хастическом базисе, здесь рассматриваются опционально-измеримые 
(1а£1а(1) мартингалы (с траекториями, имеющими двусторонние пре
делы) на произвольном стохастическим базисе (2, Г, Г=(Р։)| 0, Р). 
Необходимые понятия, используемые в работе, можно найти в (

Примем следующие обозначения:

с+ = (Р,+)„,.
где Б, — п Г.; Р, Оз —алгебры предсказуемых и опциональных 

Ж >/
множеств, а также множества соответствующих ^/-мерных измеримых 
процессов н (1 Хс/-матрично-значных процессов {(1 1); Р,- множе
ство строго предсказуемых ^/-мерных процессов и т/Х^-матркчно- 
значных процессов ({<?,), О€РХ. еслн (аЛ 0€р и '»
мт— множества Л-моментов остановки (м. о.), /-'-предсказуемых 

м. о. и А։-м. о.; Аюс, V* к А^с — множества с/-мерпых процессов 
локально интегрируемой вариации, возрастающих я локально интегри
руемых возрастающих процессов; А(РЬ, R՛) и Д ՛(/?*)—множество 

матрично-значных процессов А/ ՛ R՝-*■ R ограниченной вариации и 
множество положительно определенных матрично-значных процессов

212



М') таких, что А. ֊ А. яяляегся положительно определенной 

матрицей для любых />։; М,,.(/?') * < ₽-) _ ин0>!։егтм
нальных локальных и локально квадратично интегрируемых ^-мерных 
мартингалов; ֊•>(/? ) - множеств «-мерных опциональных семимар. 
тннгалов. к

Для ^-мерных опциональных процессов X (Ад о условимся 
обозначать (А — ) множество, где существует Пт А։ (ш) = АЛ (ш) по 

/-•ои
по норме , | пространства R и является конечной случайной ве
личиной (с. в.).

Для множеств А, запись А~д л. н. или АсВ п. н. бу
дет означать соответственно Р(А&В) = 0 или Р(А П(2\В)) =■ 0. г е 
Д — знак симметрической разности множеств.

Пусть (У, Р, 0. Р) — некоторый стохастический базис,
где /Г=(Р։)/ произвольная фильтрация (неубывающий поток 
«-алгебр: Ржс Г,ср,

Пусть М = (МД 0£М|Ое (/?’). Тогда имеет место единственное (с 
точностью до неотличимости) представление ( м. (71) .11Мг — ,И*'. 
где М' =֊ Мс Д- ЛГЧлПос (£’), ЛГ£М1ос(/?՛) и ЛГ1 (ЛИ) £ М1Ос(/е*) ֊ 
непрерывная н „чисто разравная“ са(11а^ (саДай) составляющие 
для М.

Определим процессы (Л/М, - <М,— Ms , Д + /И5 = М։+— УИ„ ($>0)

[/И. Af|, - <ЛГ >,

Dt = <Mf , + 2(14-1^1) '(Д;М;)Ч
3 ъ 1

4 V(l 4|Л+ЛГ/)՜’ (A+At)4 Aioc.
3<t

где ( М‘ ) £ Aioc — квадратическая характеристика для Л/ 6 (/?').
Справедлины следующие результаты относительно множества 

сходимости опциональных локальных мартингалов (ср. (')).
Теорема 1 (см. (։о))- Пусть Л1 £ М|,1С (А”) Mfoc (/?*))• 1 ozoii

a) (D-< oo)C(M֊>)((< п-

Ь) если для всех Tfz^ и имеем £|Д-Мг|/7<. <» «

£Ц+Л4с.|/։7<.<оо(£|ДуИг1,/г<.<от »£1д то

(О. < оо) = (IМ, Al]w < ») = п- н

{( Л1 w < оо) —— (|М, Л1|. < тс) = (А4-)) п- н- 

где D^P'ftAZc — компенсатор процесса О^Люс. ՝* +
4 Mg £Р n Aik- — квадратическая характеристика для И 

<М?ос (/?’)•



1. Усиленные законы болмиъх чисел 
я) Одномерный случай
Пусть Л' •-= (ХД с разложением X ~ X, 4 А 4՜ И. где*

Х<Л^ Ие.И1в<(/?Ч и £-(Мг>ь^У+ПР,. №

Рассмотрим следующий процесс:

К,= [ (1 + 4,)՜'4Х', + (1 +4,,) ։Л¥,' . (1>

» ч ։՝’•** ֊ м >"^ДI
где ’И

Л' Х'+Х*. X' —Х.4 Д' +ЛГ, ХЖ-АГЧ-/ИГ,

А == А՝ 4՜ А' 2^ д А, Н I

к .но.игсльно определений интегралов в (1) см. (")).
Прч д жазятельстве У. 3. Б. Ч. используется следующее обобще

ние нэгестюй леммы Крсиексра (ср. (’)).
Лемма! (см. (’•)). Для процессов Х£$(Я՝) и £^’лР. 

, привеиливо включение \ ՛.

(£. = «) П(Г,-)^(£;‘Л, —О) л. н. и - со).

Дока ительство. Из (I) легко видеть, что

(I +Д) - П'+ (I + £+) >7 = Х։-Лр. (2>

Применяя формулу интегрирования по частям (см. (*)), получим

(1 + Ь) У, |Ц 4) г;֊(1 + 4.) Г,' + Г Г, + ГС1.

Тогда нз (2) заключаем, что

(1 - 4,)-'Х, = (1 + 4,) ‘(А„ + Г,) +

+ (1 + 4,)՜' (4, У, у֊ с, - у-О,՝)-
Ввиду того, что на множестве (/.« = )П( К -) имеем 5ир I Ы < оо, 

I >0

(! + /.,) ’ (Л'о4- К г) ~* 0 п. н. при г — со. 
С другой стороны, имеем для а<^/.

10. Г| л, ц

Ю. «I
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р| >\|(1 *• £.) ' (С, £*> г| г. у։| .

>4^7* • О)
I*

большим гОтсюда и* множеств (/. -а.(П(Г_) ։<1С„ТО,ЯО , 
.ыборих «юти-тстеупщи» и . V пр.,ую ,,ст։. , в։р,кн>-т„. (3: 
можно сделать сколь угодно малой

О п. м. при ( ֊♦ о €СЛи\

а) для X £ имеем ( У > _ < со я,

Ь) для Х^М^ (/?’) инеем | У, Г|_ < « я. м и Е 1ХГ\/Гл . < ■ , 
£| Ь ' Хи\1и<~<ао дяя *сех Т^ч и \

с) для ХЬ${Ц') имеем

Уаг Г. 4- Уаг ЯС 4- 5. < <ю п. н.. ,4)

где У = Уо-± В + М<3{Р') (В~ # > В‘£\. процесс
из (1), Уаг Я. - вариация процесса В на (0, оо|.

Доказательство. а) Утверждение непосредственно следует 
из теоремы !а и леммы I; Ь) так как процесс К£М|«(Я՛) и для 
всех Г£т и 1/£т+ имеем

Е| Л Кг| /г . < Е( 1 4֊ £г)՜' I А> т /г< .<Е\ьХг] /г, . < «

Е11+ м . < Е0 + £«4 Г’ I * х,,| /„,.<£ О • Л-,.| /,.. . < «.
то утверждение следует из теоремы 1Ь и леммы I; с) пусть Х^5(Я'> 
с разложением Х^Х<, + (А ЛО (Лг .Иг), где А, А V, 
Мт - М( Л-М\ Запишем процесс У иа (1) в акд<
Г= Го . R V. где В=ВГ ■ ВЧ^\. и В՛ (1 А)՜'
А\ В1 =(1 4-иГ։ А*. Лг= (I 4-1)՜1 М' \ (I £.)՜’ М*. Из ус

ловия (4) следует, что Р({У —) = I» Р(В? —) = 1. т. е. Р(Я~») = I. 

С другой стороны, так как О- < •». то из теоремы I а) следует, что 
Р(У^)=1. Таким образом, имеем Р(Г-) - I и утверждение е) 
следует из леммы 1.

Из теоремы 2 выводится следующий вариант леммы Бореля- 
Кантелли (ср. О).

Лемма 2 (см, ('•)). Пусть А « Аг -г- А* £ А|« и вмлолняюяия 

УСЛОвиЯ

п. Н- и (5)
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Тогда

AT1 Л, — 1 п. и. при t — *.

Доказательство. Ввиду того, что X - А - А £ Л1юс (/?'). до- 

статочно доказать, что А։՜'А'։ -* 0 п. н. при t —*■ со. Согласно теореме 
2 для этого нужно показать, что :

a) £|Д.¥'Л < со, Е1 Хи I /.. < со для любых и

СЧ<+!

Ь) (1+Д)-2 [А", Л'|. +(1+Лх)-։ |Х։, ,¥').<=> п. н.

Условие а) следует из неравенств:

| ДА | -s> ДА -г ДА, | А Л |< 4 Л • А Л и

НА f. _ < £sup ЛД < со, Д7Л, <fsiip А А < оо 
Г>(1 ՝ />0

дли любых 1 k "р и U поскольку множества (ДА>О)£Р и 
жм

(.Д՜ А ^>0)^0 исчерпываются последовательностями соответственно 
Л-предсказуемых м о. и Е-м. о. (см. ('))• Условие Ь) также легко 

получить, учитывая (5) н очевидные неравенства: (1 4՜ А)• А- < 1 и 
(1 + А+) At < 1 (ср. (°)). ‘ ... gЧ

в) Многомерный случай (У. 3. Б. Ч)
Для М = (ЛГ, ..., Ма)' £ Л/’ос (Rd) положим (см. (՛))

Q' =(d< Mlr, Mlr)ld(M')), J<a,

Qg=(d(M", M,g )ld<MKy)l 1<а, Q4P. Qe(:Pt>

где Ml ^M‘' + Mlg. {Mr)=trUMlr, M,r))l J<at

< Mg > tr( < M,g, Mlg > )z ;<rf» trA — след матрицы A.

пусть 1-(4')(.м<Ы+(«')лР„и = Ам€-’*('!'). так 

ЧТО

j trL7՝qr3^7՝)*d{Mry9<^t 

ю%

trL7l Q, + (£?;)• d < Mg >

Ю /|

где (L 1 )*—транспонированная матрица.
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1огда определен процесс

г' = ] г емкс#4) (Ср. (-)).

1°- *1 |в, 1|

Имеет место матричные аналог леммы Кронекера (ср. (*)).
Лемма 3. Пусть М £ М?„. (/?"), А £ Л ь (/?") П Р,.

Тогда

<хш1п (£,) — «) Л(1йп хт|։п(^,)хта«(^)< «>) П(11тк~|,п(/.г)кти(/.|)< 0о)п 
4=0 I -•

П (Г, -*)£(| Ц ' М, | — 0) п. «.,

где Хт|П(Л<) и Лтэ»(£<) минимальное и максимально* собственные 
значения матрицы £г.

Доказательство. Нетрудно видеть, что

I®. <1

Ьз^дУз^. с точностью до неотличимости. 
/|
Далее, применяя формулу интегрирования но частям (см. (9)),

получим

|0. /|

+ + дЬ^У,.

I». 'I Ю,1|

Откуда имеем

М,.. 17՝ Г (Г, - Г,_ > + с,՜' | <ПЪ (У, - к,). 

|0, п |0. ’I

Учитывая теперь условия леммы, получим для о<^1
•(ср. (’»

Ш7'ЛЪЮмы(М1 ( ^:<У,-У.Л +

Р./|

• хЧч(£<)| Г (У,- Г։И<2й'«п(/..)5»рПЛ(^..(С)-*

Ч->та«(^р)) Ч֊^й։п(^,)| >■ _ — ^|(кт.ж(^<) + *ти(^/))

(6)
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Для достаточно больших ( выбором соответствующих значении и и и 
правую часть в (6) можно сделать произвольно малой.

Отсюда получим следующий вид У. 3. Б. Ч. для (/-мерных мартин
галов.

Теорема 3 (ср. (։)). Пусть М £ М|ОГ (/?*), /. <:А+^) ПР,.

/ Д (/?4) и имеют место условия՛, (п. н )
1) 'т1п(£/) -* гс "Р" ։ — * :

2) Пт ։ т|п (Г.ах г) 30 • Нт ^щ|п (А/ ) ^тэж I ) ж *
/ -• *» Г

3) иг'о'ц'С-г.-«'>.<», мд;1 ((;՛)՝• <.мг>.<«.

Тогда (/, ։ЛЪ| — 0 п- н пРи 1 — »•
Доказательство. Из условий 3) следует, что ( ) >.<С°° п.н.. 

Тогда согласно теореме 1 имеем Ц У(— У^ |-*0 п. ы. и по лемме 3 

получим —0 п. н.
Приведем простое применение У. 3. Б. Ч. для следующей регрес

сионной модели (ср. (1՜4)):
Пусть наблюдается процесс

Л(=.4/8 4^И|, / >0,

где М = /И'+Л1г€М?ос (/?"), Л=Л'4-ЛЧЛ(К*. Я")ЛР1։ ^-неиз

вестный параметр. Пусть существует процесс И= V ՛ Д- У՞ £ Р, Л Д + (А*1) 

такой, что йА'уй У/ = а, , г^АЪ,^ , а£Д(/?*, /?*) Л Р- 

Д(А* , А*а) Л О. определены процессы:

[0. /|

€Мк(Я'|.
|0. г|

|0, Г| ю. и

(,+ ел+(/?‘).

л кг > /лу' < оо п. н.,

Теорема 4 (ср. (’)). Пусть 
ремы 3 и следующее условие՛.

3') /г£՜՛ -1/£< оо,

= 1У1к >14^)/,/^.

а < и*) <«’< оо п. н.

выполнены условия 1) и 2) тео

(£;')* У1 <«> п. н.

Тогда МНК-оценка

стоите льна (Г^>0).
|0. Г|

строго со-

21Ь
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Доказательство. Легко видеть, что 0г—0 

ИЗ теоремы 3 имеем |0г ֊ 9 |_ 0 п. н. при Т֊> оо, 
2. Законы повторного логарифма 
Теорема 5 (ср. О). Пусть Л^лС(/?') « 

/,5ир|Д /И,|< оо. /огда при условии ( Л1 = то 
х вс

I՜ Լ т' Mi. Тогда

£sup| йЛТ|< ос, 
г>о

п. н. имеем

hn)7Wz(2< М ) , In In < М >։)-’ь < 1 „

Теорема 6(ср. ( )). Пусть М £ М|0С (#') Если £зир | лЛ1, | со

/ $ир | Д' ЛГ,|<оо, то при условии [/И, М\_ = ■*> п. н. имеем

й^М,(2[М, /И|,1п1п[М, Л4П 1/։<1 ". н.

Доказательства этих теорем с соответствующими модификациями 
проводятся по той же схеме, что и в работе (5).

Ереванский государственный университет

Կ. Վ. ԴԱՍՊԱՐՅԱՆՕպրյիոնալ մարտ]ւն<յա[էւԼր|ւ սւսիմպտուոի1ւ վարքի մասին
Հոդվածում ստա ցված են մեծ թվերի ուժեղացված օրենքներր միաչափ 

և բազմաչափ օպցիոնա լ մա րսւինդա[ների Համար։ Ոերված են նաև կրկր- 
նակի լոդարիթմ ի օրենքներր միաչափ օպցիոնա լ մ ա ր տ ին դա լն ե ր ի Համար։ 
Որպես օրինակ ապացուցված է անհայտ պարամետրի դնահատականի 
խիստ ունակա յնութ (Ոևնր դծային բազմաչափ ոեդրեսիոն մոդելի համար:

Ոոլոր պրոցեսները դիտարկվում են կամայական ստոխաստիկ բազի
սի վրա և ենթադրվում են ոչ ոեդույյար (երկկողմանի սահմաններ ունեցող 

*ե տա դծ երո վ)։
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