
Л”импмл’Ы-ь «мтям» тпьты֊

Том 93 1992

МАТЕМАТИКА

УДК 517.95

А А Галстян

Решение интегральных уравнений с 
псевдодифференциальными ядрами

(Представлено чл.-корр. АН Армении А Б Нерсесяном 27/Х» 1991)

При построении параметрнкса для гиперболического оператора 
возникав։ необходимость исследования следующей задачи Коши

I 0 (5, Х)=0,
(1)

(2)

где /?(/. 5), Ао (/. х) — ^х^-магричные псевдодифференциал ьные опе­
раторы. зависящие от параметров х£ |0, Г). При предположениях
■а символ оператора /?(/, х), а именно

| Д>? /Л г (/. X, 5)1 <с„, >-м (1п<Е )' ”«(<. Е), (3)

(4)
Г

֊)^<Л1п <; ). е{1, О <С.,<£ ;

в работе (’) дока пинается существование и единственность решения 
задачи (1), (2). Мы переносим этот результат на интегральные урав- 
•нения типа Вольтерра

1

(?(/. 5)= А*о('. 5) /?(/. 15)

Интегральные уравнения с псевдодифференциальными ядрами рас­
сматривались во многих работах (см., например ( ). В работах ( 
рассматривались интегральные уравнения типа Вольтерра пар.июли 

веского типа.
Наряду с уравнением (5) рассматриваются также интегральные 

Уравнения

И/, *)=*»('• »)+]>(«. «М«. <«>
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Щ(. s)=R0(t, s)+j£/(t e>Z?(G. s)dG.

s
(7)

G(t, s) = R.(t, s) + [*>(&. s)G(t. 6)d9,
(8>

где /?(/,$), /?„(/, $) — ЛпЛматрнчные псевдодифференциалыге опе­
раторы (ПДО) с символами г (С 5, х, $), г0 (/. 5, х, I) соответственно.

Определение. Отображение (?(/, $)£С(|0, Г]2, и ЧГда6) бу- 

дем называть решением интегрального уравнения (5), если

<?('. $)-/?.(Г, $)-р?(Г, 6)3(9, (9)

1

Решение уравнений (6), (7), (8) определяется аналогично.
Теорема 1. Предположим, что существуют постоянные К, 

Л1, С() такие, что с некоторыми р, т для любых а. р, с положи­
тельными постоянны ми С,.р, при всех х£/?л,
< ; > > Л/ выполнены неравенства

\1У.О\г(1. ։, х, E)t<C.,j <5>’W(ln < Е > )'"+V (։, x, 5), (10)

ID'lAr^t, s.x, E) | < C.,, < « >’•՛■’(In <E))’+flg(s. X, E). (11)
T
jgb, x. Е)Л<*1п(Е>, g(s, x.E)<C„<E>” (12)

Тогда существуют решения Q(t, s), V{t, s), U(t, s), G(t, s) 
интегральных уравнений (5), (С), (7), (8), с символами q(t, s, х, £), 
v (t, s, x, $), u(t, s, x, J). g(i, s, x, $) соответственно.

Причем эти символы—dXd-матрицы и при всех 0 -< s < t < Т, 
<О>7И удовлетворяют неравенствам

|д:О’.?(/,։, X, £)1<с.., <Е>'г+”'|։|(1п(Е>)’ь+’|+’. (13^

|О”Д;®(Л ։, х. Е)|« С.( Е ) г+"-|>|(1п < Е > (14)

։, х, Е)|<С.,, <Е>'г,”-|>|(1п<Е>Г+’|։1. (15)

Ю’ЙЯД, ։, х, Е)|<С., < Е > *г+"-'։’(1п < Е > )’•4’’|+՛, (16(

и, слеоовательно, принадлежат классу С/([$, Г], П 5/г+^"+։) р 

ПС}((1, Г), л 5К4*+’ш+'). 
• <•<1

Доказательство. Сначала докажем теорему для интеграль­
ного уравнения (5). Выберем собственные представители классов эк-
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нивалентности R(t, s), Rn(t a H <4 n i { ' построим собственный
Q(t. s). Решение будем искать в виде оператор

т ™ ’Г! г у, ... (ГПООС/ )), (17)

где s. х, О - решение следующего интегрального уравнения

/
S. х. О - r^t, s, х, В) 4֊ Jr(f, в, х, В) (&, s, х. 0J8, (18)

* *=0, 1, 2, ...где
I

r.(l. s, х. •) =2 wll_-Jolru. 4. X. ;)Z^,(e, s, X. (jdo. (19) 

3

՛։ tf «(/, 5. x, ;) находится по следующей фирм /лс:

t (%
4At. s, xt ^ = rk(t, s. X, E)+ w(f, &, x, -)M0’ s. *. (20»

3
t

w - V zc\, wt (t, s) = Г (/, s), W,+| (/, s) = fwt (/, б)щ/, (0. 5)t/0. (21 ) 
v«=l J

з

Лемма 1. Для любых а, V — 1, 2, ...) имеют место нера­
венства

в о\ & V, (е, х. X, 5) 8 <С,.» < с > (1П < £ > )1<+” X

<!»♦»> ( Г ։’՜*
Х£($, X, о------- ---  ■ (22)՛

(*֊Н)и I
3

Существует да (Л 5) матричный ПДО с символом

Т£) (/, 5, х, В) = ®։ (^, «, X, Е) 4- ®«(^. 5, х. с) )֊... . 

удовлетворяющим условиям

5, X. ОКС.з <5>-|՝|(1п<€> )'в+”^(^ х, с)х

X V —- -------•( ( £ (х) . (23)
^1(у-1)1 I.) I

Лемм։ 2. Для любых «, р, k имеют место неравенства

JD=DxrA(r, s, х, Ей < С։.₽. > < Е > 11 х, Е) (In >; ; )

(24)
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<5> *'■*«(։, х. •։)(1п(5>)"+’1-’*

■ (> -Г I )!’+«’։+։* ( р
х£------------г---------  . (25)

'-о VI и |
9

Из неравенств (25) и (12) получаем

(о: Л я. (С ։■ X. 5) I < с..,,. < г > к-‘-։■' (1П < = > )*н+я««« ? (4. х5)

(26)
равномерно по 0 < 8 < / ֊<. Т. Следовательно,

?АеС|([$. ту П 5*՜°').
о<1 < 1

Таким образом, существование решения уравнения (5) доказано.
Доказательство теоремы для уравнении (6), (7), (8) проводится 

аналогично Теорема доказана. '.м
Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы I, тогда 

решения интегрального уравнения (5) и интегрального уравнения (6) 

единственны по модулю С'(($, 7* |, V *).
Доказательство. Докажем единственность решения урав­

нения (5). Пусть И (I, 5) решение следующего интегрального уравне­
ния

I

и(։, 5) = /(1, ։) + ((?('. ’)“(«. ։)<Я <271
и 
5

где /(/, $)£ С (|0. Г|\ Й ). Определим оператор (} по формуле

0/(1, ։) = (’(/•(/, Г)/(Г, ։)Л-, (28)

где V7* (С / ) решение следующего интегрального ур!внения:

I
уо, е) = 1 + Р(1, о+Суч*, о)«(9, еум, (29)

I

»жесь / — тождественный оператор, Р(1, Т) сглаживающий оператор, 
гладко зависящий от Г, Решение уравнения (29) существует со­
гласно теореме I. Из (27) получаем

^•(/, е Г, 0) «(&, 8)4/0^’.

Меняя порядок интегрирования во втором интеграле и учитывая 
(29), получаем
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“(Հ ։> ' 77{0/{է։ ')«(<. ։) i՛ aPil-
J at “(է՛, s)dt'. (30)

Теперь легко 
Пусть Q{(t, s) и 
ставляя в (30)

доказать единственность решения уравнения (5). 
Ч։,Л ։) два решения втого уравнения, тогда под.

“О՛ ։)><|։£С1.(|։. Г|. 6)

где д„С«-(/<՛), подучаем (}, (/, д>-коп,рре ЯЛЛЯется ЭД(. 
ментом пространства С)(|т։ Г], Ф”’).

Доказательство единственности решения урэц.ения (6) „ново- 
днтся аналогично. Теорема доказана.

В заключение автор выражает благодарность своему научному 
руководителю К. А. Ягджяну за постановку задачи.

Межвузовский научмын центр
по прикладным проблемам математикиԱ. Ա. ԳԱԼՍՏՅԱՆՓսևցողիֆերեք»ցիւսյ կորիզներով |ւնտեգրսյ| հավա սարումների լուծումը
Աշխատանքում դիտարկվում են ՎպտեէԱԱյի տիպի հետև{ս,լ ինտեդրա, 

հ ավա սարումնԼ րր' 
է

Q(t, s) = R^t, s)+ | R(t. 6)Q(9, s)d'j,

9յ9. ր. *Հք | I /
V(t, s)= R„{t, s) + | K(G, S)R(f, 6)ԺՕ,

/

Ս(է, Տ) = /?օ(Հ Տ)+ | Ս(է, Տ)Ժ6.
J

| է
G (է, s)=R0(t, Տ) 4- J R (Ծ, S)G(f, 0)^9. 

$
որտեղ Տ), R (է, Տ). Q(t, Տ), V(t, ծ). Ս(է. ձ), ՕԱ, Տ)-փսեր>֊ 
'l/՚ֆերենցիալ օպերատորներ են, Այդպիսի հավասարումների համար կա֊ 
Լուցվում է հակադարձ օպերատոր, որի կորիզը ևս հանդիսանում ( փսևդո- 
դիֆերենցիալ օպերատոր, ապացուցվում < լուծման դոյությանր և միակու­
թյունը կորիզների սիմվոլների վրա դրված սահմանափակումների դեպքում,
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