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Одной из основных характеристик в классической теории рас
пределения значений Р. Неванлинны является функция приближения 
т(г, а) = —!—1 1п | те) — <? Г՛ ц'т, которая показывает, насколько

2- ,) 
Д(Г. а)

близки значения функции те (г) к постоянной а, ма дугах 
Д(г, <։) = А (г. а, те) = \г : |г| = г. |те(г) — а|<1| (’)♦.

В работе (’) вводятся новые характеристики близости, которые 
учитывают поведение производных высшего порядка функции та (и) 
на тех дугах окружности |г| — г, на которых те близка к а. Мы 
имеем в виду следующие величины (г=ге,?):

асг ր —
Рл(г,а)—г^ 1п<* ’(®(2) - ճ)ք մք, 

ձ(ր. а)

* Мы полагаем известными основные определения я результаты теории распре 
деления значений.

Оказывается, что величины Р*  (г, и) обнаруживают си >йства, анало
гичные свойствам функций приближения т (г, а), т. е. для них выпол
няется аналог второй основной теоремы Р. Неванлинны и соответст
венно аналог соотношения дефектов, характеризующих уже новые 
«исключительные» значения.

Ясно, что оценки величин Рк (г, а) являются одновременно оцен
ками /г-евых производных функции 1п|те(г)— а\ *,  являющейся ме
рой близости та к а.

Укажем также другие точки зрения, с которых изучение величин 
Рь (г, а) представляет интерес.

На актуальность изучения таких объектов указывает следующее 
простое предложение, связывающее Р](г, а) с классическими величи
нами: если мероморфная в С функция имеет по крайней мере два 
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дефектных значения в смысле В. П. Петренко, т. е. существуют значе- 
ния а։ и для которых ₽(а,)>0. ?(а,)>0, где

р (а) = lltnJZ. (г, а)1 Т(г)) = Um (max ln+| w(z) — а |~։/Т(г)),

то для любого а£С и г справедливы неравенства

а)< niax|n+|w(3)_a|֊i<P։k։ а) + 0(|) (р

Таким образом, оценки сверху Р^(г, а) одновременно являются оцен
ками дефектов Ь(а) и р(а).

Получение окончательных результатов в теории мсроморфных 
функций зачастую упирается в оценки логарифмических производ
ных (’• 3՜5).

Поскольку величины а) определяются посредством логариф
мической производной и для них устанавливаются соотношения де
фектов. то эти величины становятся объектами самосто «тельного изу
чения.

В работе (2) получены оценки сверху величин
I

то1*’ (г) 
то (г) — а 

А(Г, ы)

def
Q»(r, а) = г

Ясно, что из оценок величин Р. (г, а) и Q>(r, а) можно извлечь ин- г*
формацию о поведении то<* ’(г) на множествах Л (г, а).

В настоящей заметке продолжено изучение качественного сход
ства свойств Р*(г,  а), (^А(г, а) и неванлинновской функции т (г, а). 
С этой точки зрения рассматривается функция Иг, а), фигурирую
щая в определении дефекта В. П. Петренко. Именно, для этих вели
чин получены аналоги известного тождества Картана, которое в сущ
ности эквивалентно соотношению (6)

2х
1т(г, в'»)Л = а|Г(/,)1. г-«>. (2)

О
Теорема I. Пусть то(г) — мероморфная в С функция конеч

ного нижнего порядка >, Тогда на некоторой неограниченной пос- 
ледовательности значения г выполняется

н
г-оо. (3)

О
Следствие. Если существуют значения а1 и а2 такие, что 

₽(а։)>0, р(а։) > 0, то соотношение (3) теоремы 1 можно заме- 

нить следующим:

С г (г. = (4)
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Теорема 2. При условиях теоремы I справедливо

г'в) = о[Г(г)]։
6

(5)

При Л=1 эти результаты были установлены в работе (7).
Доказательство теоремы 1 опирается на «свойство близости а- 

ючек» мероморфных функций, которое мы приводим в модификации, 
непосредственно следующей из предложения 1 работы {*)  (с. 413—

V Тd(£,(r)i к W(r)z!A՝ (г), 4=1.2....... Ф(г), (9)

где д (Е՝ (г)) — диаметр области ЕДг).
Теорема А представляет собой «свойство близости а-точек» ме 

роморфных функций и>(2), устанавливающее, что для «хороших» а и Ь 
а-точки и Ь-точки функции те(г) близко располагаются друг от друга 
(поскольку они лежат в малых областях Е^х)). Теорема А включает 

в себя основной вывод теории распределения значений, согласно ко
торому количества таких а-точек и 6-точек близки.

Обозначим через п(г, а, Ь) количество тех а-точек £*(а)(^

££»(г) а V Е։ (г), для каждой из которых находится 6-точка гд(6) 
/—1

Зг.

из Ел(г), и пусть А (г, р) = п (г, е19, р>0.
о

414).
Теорема А. Пусть и (г)—мероморфная в С функция, <р(г)|оо. 

г -*•  ос (։р1& (г) < А (г)). Тогда в коуге | z | < г можно указать Ф(г) 
попарно непересекающихся областей E^r), I =-■ 1, 2, ... ,Ф(г), для 
которых справедливы следующие утверждения;

|Ф(г)֊Л(г)Ч(?(г). (6)

где Q (г) < КА (г} + К*' 1 г) L (г), К = const

II. В каждой области Et(r) функция те՛ (г) однолистна, замы
кание множества и}(Е{(г)), стереографически отображенное на 
риманову сферу, совпадает со сферой с некоторым числом kt исклю
ченных из сферы односвязных областей Д', у = 1, 2.......kt.

III. p(A')<l/f(r). /=1,2,...,^, i= 1. 2, ... ,Ф(г), (7)

где р(А';) — диаметр области Д' в сферической метрике.

IV. 2% < 4Л(г) + Q(г). (8)
/-1 V
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Лемма 1. Пусть w(z)~мероморфная в С функция. Тогда спра 
вед а ивы следующие неравенства (r^r0):

2пф(г) — К |Д(г)’ч>(г) + ?’°(r) L (г)’< д (г, р)<2-ф(г), (Ю>

где К= const < =».
Доказательство. Обозначим через (ту| совокупность тех 

кривых, которые принадлежат области ®(£у(г)) и лежат на дугах 
{/у} окружности |*с|  = I таких, что если то прообраз точки
ъе*  принадлежит области Е-(г). Тогда величина Д(г,. р) показывает 
суммарную длин> всех линий, лежащих на поверхности £(г) - 
= |w(i): проекции которых лежат над совокупностью
Дуг |/у}. /=1,2.......Ф(г).

Определим величину лу(г, р, г'9) равной нулю, если хотя бы 
одна из с11>-, ре"-точек не принадлежит множеству 5. (г), и равной 
единице, если е10-, ре'9-точки принадлежат множеству £ (г). По
скольку w(z} однолистна в каждой области £у(г), то

и (г, е‘\ ре °) - V/r(r, е'°, ре'9), (II)

Следовательно 
2*

Д(г, Р)= v I пДге1\ ptf,6)rf0 < 2кф(г), 
z-i J и

т. е. получаем правую часть неравенства (10).
Обозначим Д/ J (/= 1, 2,..., JfeJ-проекции на плоскость тех об

ластей Д', которые пересекаются с окружностями {w:|®|=l} и 
{ar |w| — р|; k, р —их количество. Тогда, используя пункты II, III 
теоремы А и исходя из геометрических соображении, нетрудно ви
деть, что

2х

1 п1 (г, е‘\

и

ре19) t/9 > 2- - <Р (г) k/'f (г > Л))-

Отсюда, воспользовавшись оценками (8), (11) и учитывая неравенство 
k^kJt, получим

Д (г, р)>2пФ(И֊ K{A(r)l?(r)+ ч“(г)Цг)}.

Лемма доказана.
Обозначим при фиксированном а, 0<а<1,

£" = Е. (/?,) == {г: < а /?„}. /?„ > О.

Лемма 2. Пусть т (г)—мероморфная в С функция, а, Ь £ С, 
Л I 2 а < р < 1. Тогда выполняется неравенство

203-



J a)^֊m(Rt, ^)|4֊(л(/г;, a) + n(Rn, b) —

1

֊2"<"'• <'■ '01 + I■<('?,)! '*  'll/?;, a. b) + o[T(cK„)]iR„, (121

I

-2п(И„, а, 4.)|ае + Л'Л„|Ф(/?,) (Л (/?;)!" = о[7<г/?„)|}_ (14)

2*

Нетрудно видеть, что величина ------ I п(г, р£/в)р^О показывает сред-
2«Р 3 

о
нее число накрытия над крив< й, являющейся стереографическим об
разом окружности |тг»Я —р. Следовательно, согласно второй теореме 
о покрытии ((’), гл. XIII, с. 338) имеем

2«

| п(г, ре1*) dO - 2кД (г) KL (г).

где R'n — ZR,, , c — const > 1. M
О доказательстве леммы 2. Устанавливается существование

таких чисел b£C, а — b |> 2, для которых | In՝'* ’(я՛ (z) 6)|*  </»
Л(Г, а)

„малы*.  Тогдэ оценки Рь(г, я) будут близки к оценкам величин
Л —
I lln(*։(w(z)—а) — 1п<4)(® (г) — b) | * dy. После представления под- 

д(г. с> ;՛ W
интегрального выражения формулой Г’. Неванлинны применяется 
«свойство близости а-точек“.

Лемма 3 (('•՛). с. 205). Пусть w (z)— мероморфная в С функция. 
Тогс/а имеет место неравенство (К— constоо)

O(/?J

tv' (z)
ТУ (z)

d*  ^KRT(cR), R<R>,
(13)

где D(R) = |z: |z| < R\, 
Доказательство

a — &|>2. Интегрируя no

di — элемент площади, с — const > 1. 
теоремы 1. Пусть а = е'* , Ь = ре/е, 
О неравенство (12) леммы 2 и используя

лемму 1 и соотношение (2), получим

Р (г, el''-)dbdr< KRn

Еп 0

а) + п. (Rn . b) —

О

и
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Следовательно, применяя лемму 1, неравенство (6) теоремы Л и учи
тывая очевидное соотношение А (г) < Г(сй)/1п с из (14). получим

ГС ~

«я О

1
Из оценки А(г)<И(г))’ '(г>0), Е (('), п. 326), где £-не- 
которое множество конечной логарифмической меры, вытекает, что 
при /?„>/?© в каждом интервале , 3֊° цД -найдется та-

• X 2 4 /
кая точка /?п — , в которой верно неравенство

—+•

Окончательно, из (15) имеем
2к

| (г, е'9) 4г = о ( Г(с/?«)] /?„ .
гЛ О

(16)

Отсюда, применяя лемму 1.3.1 работы (5), получим утвержде
ние теоремы 1.

Доказательство следствия следует из теоремы 1 и неравенст
ва (I).

Доказательство теоремы 2 легко провести, используя лемму 3 и 
неравенство (16).

Автор благодарен Г. А. Барсегяну за полезные обсуждения и 
постоянное внимание к работе.
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np.nbrj Հս(շ)-ը մԼՐոմորֆ է C-ամ, ձ (ր, ճ) = {’ : |z| = ր; w (z) а К [ |, 
k GN տեղի ունեն Կարտանի նույնու թյան տիպի ա ոն չո ։ թ յունն երւ Որպես 
•հետևանք ստացվոէմ է UJJr} առնչության անալողր Վ. ՊետրեՆկոյի աճի տե֊ 
սուիյուհումւ • ’Յ
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