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1. Рассмотрим «ромзиедеиие Блишке

В(*. а.) « ПН*« а«). 
[>ж 

0 2 I у |М*- а) = —--- ------- - о < । □ । < ։.
! - az а

(I)
Фуньцич R(z, а* ) называется подпроизведением для произведе­

ния B(t. а,), если {а, | подпоследовательность для {а.|.
Известно, что при условии (1) п роят ведение Бляшке имеет рвдмаЛ». 

ные предельные значения

Я<е։, а.)- Ilm В[гг». а.) ..
г -4 — •

с модулем единица для всел6£|0. 2х| кроме, возможно, некоторого ис­
ключительного множества ££ |0, 2е] линейной меры нуль. При этом в 
точка», где существуют радиальные граничные значения, будут сущест­
вовать и угловые пределы (’).

Вопрос о том. что дополнительно можно утверждать об исключи­
тельном множестве Е. где нс имеет место соотношение (2). когда по­
следовательность |a.i подчинена более сильному* чем (I), условию.

£(1-|л.|Г <+ ® (0<в<1), • (2)
•-։ 

* 
нперные был исследован Фростманом 

С целью формулировки полученного им результата приведем 
известное определение у-емкости множества.
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Множество Е, измеряемое по Борелю, имеет положительную 
у-емкость (0<у<1), если найдется такая мера р, которая сосредоточе­
на на Е, т. е. ц(Е) = 1, для которой функция

остается равномерно-ограниченной по х при г-* 1—0.
В этом случае обозначают Сарт(£)>0. В противном случае Е 

имеет емкость, равную нулю Сар (Е) = о.•֊ т
Отметим следующее: если =0 {Л = 1, 2........ р), то

Сар } и = Сар ! П £*1 = 0.
’ | 1 | 1 ( 1 I

Результат Фростмана утверждает, что при условии (3) исключитель­
ное множество Е для соотношения (2) имеет у емкость нуль.

В настоящей работе рассмотрен вопрос о касательных пределах 
для произведения Бляшке. Приведем известное определение касатель­
ного предела.

Пусть имеем множество точек г. .

Н(т, 6 7) = |2: I- г|>/п|аг£л — 6|\ 0<|л|< 1|, (5)

где за |аг££ — й| принимаем меньшую из дуг на С = {г: |г| ■= 1} 
между —г■ и <?'6.

И
Пусть функция /(2) определена на /9= |г:|г| < 1|. Если суще­

ствует такое Л. что для каждого т(т >0) /(г) — /. при х-*ел я 
г£Я(т, в, *), то говорят, что /(?) имеет Тт-предел в точке ел’

Очевидно, что Т1 -предел существует в том и только в том случае, 
когда существует классический угловой предел При у>1 положение 
меняется, В работе (2) показано, что для каждого у(у> 1) существует 
произведение Бляшке, для которого не существует 7\-предела нигде 
на С.

Г Карго (3) доказал следующую теорему.
Теорема А. Если нули функции R (г, аа) удовлетворяют ус­

ловию

(0<«< 1).
л—1

то Оля любого 7 существует множество Е,,

Сар։т(£)=-О, для которого произведение В(г,аа) и все его подпроиз­
ведения имеют 7 -предел, модуль которого равен единице в каж­
дой точке С — Е^.
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Можно доказать теорему, аналогичную теореме А; в частном 
случае, при ₽= 1, эта теорема совпадает с теоремой А.

Теорема 1. Если последовательность |а,} удовлетворяет 
условию

У, (։ — I а* |Г < + <*> (0< »<’.).

то для любого 0. которое удовлетворяет условию а<^0 < 1, и лю- 
а

бого у, существует такое множество Е, Сар։.(£) = 0.
в Т

для которого произведение Бляшке И (г, ая) и любое его подпроизве­
дение имеют Гт -предел, модуль которого равен единице, в каждой

точке С — Е.
В процессе доказательства теоремы I использованы теорема А

и тот факт, что в случае, е<ли имеет место неравенство

то в точке е'ь произведение Я (г, ол) и все его подпроизведения 
имеют Г-предел.

Из теоремы 1 видно, что множество Е, где В (г, а„) не имеет 
Тд -предела, получается наиболее редко при 0=1. Это доказано в 
Т

работе Карго (3) иным путем.
2. Развивая общую теорию факторизации мероморфных функций 

в единичном круге, М. М. Джрбашян (•) ввел н рассмотрение произ­
ведение 5. (г, гп), которое в частном случае, при а = 0, совладает с 
произведением Бляшке.

Для сходимости произведения В, (х, дя) необходимо ы достаточно, 
чтобы нули (г„|" функции В.(г, г„) удовлетворяли условию

Отметим два свойства теоремы Б и В (см. соответственно (• 
произведения В. (г, д„), которые мы используем в дальнейших дока­
зательствах.

Теорема Б. При условии

в —I
имеет место представление

В. (г, 2Я) В. (г. гл)ехр
2
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где Ф (6) — некоторая невозрастающая функция ограниченной ва-
риации ։|—ж, «]. с

Теорема В. При условии
и I

(0<а
л -"•!

.г ' 0>
имеет место представление

К .• , •»< ч» *
Целью настоящей работы является: доказать верность результа­

тов теоремы Л и для произведения В, (г, гд) М М. Джрбашяна при 
— 1 < а < 1. :> $

• «
/Докажем следующие леммы/ -՛• ’ ’ ■

Лемма 1. Пусть 0 < а 1 1г- ■» с ' т

— ж

(в)

где ф(9) — неубывающая функция конечной вариации на 
Тогда Сар։(Е։) = 0.

>“ ( /• ։
Доказательство. Ясно, что в случае е1л £ Ел

• к ** ՛ а

4/ф(6)

цледовательно. для любого Л1>0 и любого х:е‘я £•£, 
г(х, .И) (г(х, .И) < ]), при котором

существует

^ф (&) М. (9)

Предположим, чго Сагв(£֊«)>0. Тогда существует такая мера р,
щри которой р(Е«) — 

'г . 4 I.

остается равномерно ограниченным по х£[— к, к] 
В частном случае, жри г = г(х, ЛЦ, имеем

при г ֊* 1 — 0.

____________
, М)е‘'я֊*'\а

- 1 и

11 2_ге/(ж-»)|«
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« •

Следовательно

(0)

-------------------------- 1 < с \ (б) < с|1 -г(х. ЛОе'('֊Т1 .)

Это неравенство противоречат тому, что для любого Л4>0 на 
Е. имеет место неравенство (9).

Отсюда следует справедливость утверждения леммы !.
Лемма 2. Пусть любое число из 1 - < ֊^֊ ՝ е1х ~ Еи , где

ж

— ж

| (6) — неубывающая функция конечной вариации уга [—к, х|. Гогда

II гп | ---- (Ь) . т = о. (10>
а-оЗ |1— 2е~а1

ДГ— а
Доказтельство. При г достаточно близких к 1, имеем

|е'9 — г| =֊ | ?° - е" 4֊ г'* - -П > | е'в - е"1 — (1 --г).

Сложив эти неравенства, получим

е<«_г|> — |г'*—б'х|>Л’|е'*--г,х1т. 
2

где /С >0.
Следовательно,

Г*" (0) < к- Г՞__ . (| Г»
I 11 - ге-лГ ՝ ] |«"-е“Г
Х-а л֊а

Из (И) ясно, что для выполнения (!0) достаточно доказать ՛

Имеем при е‘х Е.^



Но при х£[6 — а, 9 4-и] имеем

|е'8— е1? = 2 — 2со$(б - л)> —10 - х|։. 
Г5

Таким образом

ж

^(8).

последнее выражение стремится к нулю при а — 0.
Теперь докажем следующие теоремы о касательном предельном 

поведении В, (а, гп) при —1<л<0 и при 0<а<1.
Теорема 2. Пусть последовательность |гя)" удовлетворяет 

условию

н — I
-1 < а <0.

Тогда произведение В, (г, 2в) М. М. Джрбашяна и любое ею 

подпроизведение имеет Т-предел для любого 7 ( 1 х I
\ а + I /

кроме, возможно, множества Е, для которого С1р1(в+։) (Г) = 0.
Доказательство. Из теоремы А и Б я с во, что достаточно 

доказать ныне указанное утверждение для функции

С)
(1 -гг'Т1

и теорема будет доказана.
Пусть е^~£‘т(а+п. Тогда напишем

К. (г) - К?' (г) 4֊ Х.(2,(г) 4- К™ (г),

где интегрирование распространяется соответственно на отрезки

|-к, х — а], \х -г а, -] и [д — а, х 4֊ а].

Так как первые два слагаемых аналитические функции в окрестности 
е", а третье при £1(«+п по лемме 2 стремится к нулю и 
Сарт(а ։)(£1։<+|))^0, то теорема доказана.

Теорема 3. Если последовательность |гп|։" удовлетворяет
условию

(0<а (13) 
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то произведение В. (г, гп) М. М.Джрбашяна при 0<«<1И каж- 
ое его подпроизведение имеет Т^-предел для любого т 
(°<1<-г) кроме ^зможно. множества Е, для которого

Сар։](Л‘) = О.
Доказательство. При условии (13) имеет место представ- 

ление (7).
В работе (•) доказано, что ряд

равномерно сходится в окрестности каждой точки кроме то­
чек е1 Е, для которых Сарв(£) = 0. Так как для любого 7 

в ) Сар։(£) = 0 следует, что Сар։։(£‘) = О. то по тео­

реме 2 получается доказательство и для Вл (z, z„) при Q<։<1.

Ереванский политехнический институт

Դ. Թ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ, Հայաստանի ԴԱ թղթակից անղամ Վ. Ս. ՋԱՔԱՐՅԱՆՄ. Մ* Զրբաշյսւնի ՀԼ (Z, Zn) աթտսւդրյա|ի ջոջափողային սահմանային վարյյսւղծի մասին
Նշանակենք R(m, 9. 7) = |z: 1 — |z | > m | argz — 9 |Լ 0<|z|<1), 

սրտեղ որպես | IFg Z — 9| ընդունված է և etB ֊ն միացնող միավոր

շրչանի փոքր աղեղը։
Թող / (Z) ֆունկցիան որոշված լինի D = {Z, | Z | ՀԼ l]֊mV/ Եթե ղոյու֊ 

թրրւն ունի ալն ս/իս ի Լ, որ կամաքական /Ո 0 համար / (/) -»■ Լ, երբ 
Z —• el* և z £ R (m, 0, 7), ապա կասենք, որ f (z) ֆունկցիան ‘կեաում 
ունի

Հոդվածո. J, օդաադործելով Բ^աշկեքի B (z) արաադրքաքի համապա- 
աա„(սան հատկութրքլնները, ապացուցված են հետևքաք թեորեմները Մ. Մ, 
Ջրրաշէանի B^(Z, Zn) արտադրրպների համար, երբ — I < B <Հ հ

Թեորեմ 1, bpb

ապա' Ba (Z, Zn) արտադթյալը և Gpm ցանկացած Լնթաարւոադթյալը ruGbG 

T-սահման /1<T< Piu9l‘ qncgb մ|ւ E բազմությունից, ոբի հա-
T Լ a 4- 1 ՚մաթ CapT(։+1> (£) = 0:
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Р Ь n ft b J 2. bpb

0 < a < 1.

)-p h Gpu> gmGljuigniA Ba (z, Zx ) LGpunupiniuqpj ш[р niGLG

7 -uwfiiTuiG, pingji qnigL if|i E paiqiTm pjnt G|ig, np|i liuitTuip Cap7, (£)--= 0:
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