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R работе предлагается идея в преобразовании Гаусса выбирать не
тин элемент, а одновременно несколько элементов—направляющий 
вектор. Эта идея позвптяет обобщить метод» । ис' лючення и на и*  основе 
развить симплекс-метод Дж. Б. Данцига (’•’), его модифицированный 
1 арпаш метод обратной матрицы (2) и двойственный симплекс-метод 
1 . Е. Лемке (5). I

Суть развития заключается в том, что на каждом шаге выбирается
не одни особый элемент, а одновременно несколько элементов- особый
направляющий вектор, который позволяет после шага обобщенного
метода полного исключения (жорданового исключения) перейти к 
улучшенному плану. Так как улучшенные планы в рассматриваемом 
смысле единственны, то этим гарантируется конечность предлагаемых 
методов.

Отмстим, что данный подход позволяет предложить эффективные 
методы для решения некоторых классов задач. В частности, в вопросах 
управления запасами, надежности и т. д. существуют задачи, которые 
формализуются как задачи марковского процесса принятия решений. 
В рамках линейного программирования они имеют специальную 
структуру матрицы. Последнее позволяет при выборе особого на
правляющего вектора соответствующей длины предложить эффектив
ный метод решения этих задач.

Кроме того, такой подход является естественным с точки зрения 
многопроцессорных вычислительных комплексов

Обозначения. Здесь удобно использовать обозначения, пред
ложенные II. R. Роман» вским (п) Приведем необходимые из них: 
л|.У|— вектор х — (х(), где I пробегает -конечное множество Д; 
х [V ] — соответствующий А-й .кусок*  вектора, если Кс.М\ х[/] — 
к ։понента вектора, имеющая индекс /; г|/, /V] — /-я строка мат
рицы г |/И, Д'| = {^1, а г[/Иг/|—ее /-Й столбец.
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(К, подматрица матрицы г|/И. /V]. где КсМ. Ас.У, Здесь мы 
не будем выделять векторы строк и столбцов,

1. Теоретическая основа метода. 1.1, Пусть Л1 = |1........ /л},
Ы- л}. Рассмотрим систему линейных алгебраических урав
нений

а[М, Л/|х^| = а |Л1, 0) (|)
относительно неизвестного вектора-столбца х|Д’|.

Пусть и при некотором /0£Л1 норма |а |/0. К11 0 Обозна
чим Л' = 0, 1, ..., я} и положим

I о R» И 1 = А>։
а’ R, Л/'| гл !«['- Д'II (2)

1«|Л ЛГ| Г в|а'К. Л ).

где а, = а,(К) =-а[ь Я|. 1^М^.
Теперь составим новую систему

а'К К]у[*1+-а'1Л ЛКА|х|ЛКЛ'| = а'[А °|. (3)

где у [А I — неизвестный вектор-столбец.
Теорема 1. Если {х (К|, х |.У\А']] — произвольное решение 

системы (1), то {у(А'|, х |Л'\Л'Ц — решение системы (3), где

у[АН-ЧК1 + >л'|/о. Х|, ^Н1.
И наоборот, если ?у[А'|, х [ЛКА |} — произвольное решение си
стемы (3). то 'д[/ ]. х|ЛГ\К]| — решение системы (1). где

х|К1 = у|*)  + (а'[4>. 0) -а'[/в. Л*  | у [АГ | -

-Д’1ц. ]х|ЛКАС])а'К. А'|. (4)

Следствиё. Пусть М^М и Тогоа система (I) и
система

|а'[/. ЛПх[Л/| ==а'(*.  0]. 1$М9,
|а|/, >У|л|Л'1 =а[Л 0|. 1$Н^М0,

эквивалентны в смысле множества решений.
Замечание 1. Преобразование (2) совпадает с преобразова

нием Гаусса, если К — одноэлементное множество, и с преобра
зованием Грамма — Шмидта, если А = Л -

1.2. Используя линейное параметрическое преобразование ' . 
можно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Теорема 2. Пусть а |ЛГ, Л' | — матрица полного ранг ։. Т
существует такое

К = |/<։. Л,.......Кт ||.
т— I

* = 1, 2. .. . т—1. д՛^ и

что
а |Л1, Д') - /, |.И, .И|«А-1 и. Л1, ( 11
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при этом данное разложение в рассматриваемом смысле, т. е. при 
К-- [АЛ Л։, ...» Кт֊։), единственное.

Здесь /А. [Л!, ЛТ] — нижняя треугольная матрица, диагональные 
элементы которой равны единице, а ик [ЛТ, Лг| — прямоугольная мат
рица, соответствующие .куски*  строк которой удовлетворяют условию

и [А АЛ| и [5, ЯЛ] = о, <>5(/ = 2, 3.......т; 5 = 1, 2, ..., т — I).

Отметим, что при Л/ = М разложение (5) в двух крайних случаях 
совпадает, соответственно, с £ [/-разложением (когда все К(-одноэле
ментные множества) и с ортогональным разложенннсм (когда все

Разложение (5), которое естественно назвать частично-ортого
нальным, является основой для дальнейшего развития группы методов 
исключения (’.’) и исследования их ошибок округления.

2. СКоб■■■։снг? методов исключения. 2.1. Пусть спет ՝а  (1) рэнга г 
разрешима и п. р ые се г строк линейно-независимы. Обозначим 
R = [1, 2, ..., г}. Сущность^обоищенного метода п> ли о го исключения 

*

заключается в следующем.
1. Последовательно для 5=1, 2, ..., г выбираем К ст Л 

что Га- ։ [я, ЯЛЦ^О, и полагаем (п°[Л4, Л7'] -֊- а [.М, Л7'])*

։ = 5,

такое.

а3 [г, /V'] = Ца,-։ р՜, А,и (6>
АП+^[5, /VI, I =^5,

где
Ь = «/(*4  = -а*- ’ 1Л Л'/]а' [5, я,]. (7>/ =£ 5.

При этом на каждом 5-ом шаге запоминаем .кусок" /С] 
вектора а3 [5, Л], 5=1, 2....... г.

2. Тогда после г шагов получим систему вида

а'[Я, Я] х [/V | = а'(Я, 0[.

3. Пусть К— и Лэ. Формируем матрицу
*€*

где элементы х-й строки имеют вид:

(3>

*[/?, /<]= '.и*.  /11.

6(5, у] = 1“' 15>
I о, (х = 1, 2,...,г).

4. Пусть и [Л, Л7'] = ЬТ [/?, А] аг [А, Л7']. Сформируем систему 

ц[Х, Л]х[Л/]=«[К, 0], 

которая эквивалентна системе (8).
11рн введенных предложениях справедлива
Теорема 3. Для произвольного / £ /V':
а) столбец и [/<, /] является собственным вектором подмат- 

оацы и[К, А'] с собственным значением а= 1, т. е

и[К, К\и[К, /] = «1Л, /);
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А) компоненты лектора и\К. /! являются коэффициентами 
разложения }-ю столбца матрицы а\М. Ь'] по столбцам мат
рицы а(М, К|. м. е.

и\М. *)«[*,  /НЛ|М, /|,

при этом данное разложение в рассматриваемом смысле, т.е. при 
ГК». К2. ..., Кг), является единственным.

Следствие I. Если А, = X, = ... - Я, = Л', то и [V. 0| орто
гонально ядру матрицы а [/И, Л |, т. е. и [Л , 0| — нормальное ре
шение системы (I}.

Решение «(X, 0[ будем называть частично-нормальным.
2.2. заменив в (6) и (/) на I 5, через г шагов получим 

эквивалентную систему вида

а՛ |х, .VI х[.У| = ая |$, п}, 5=1,2.......г.

котору.о легко решить обратным ходом, если ш. .юльзозать (4). Дру
гими словами, получаем обобщенную процедуру метода исключения 
Гаусса.

Неразрешимость системы определяется гак же, ка . и и обычных 
методах исключения.

23. Пусть матричная система

а РИ, /У]д[7У, Л1] = ефИ, Л1|.

। где е[Л/, Л!] — единичная матрица, неразрешима.
Рассмотрим нормально матричное уравнение

* 6[ЛГ. Д|х|Л. М] = аТ |М, Д'), (9)-

| где Ь [/V, V | = вг [М, /V ] а [ Л4, Д^.

Пусть $£/?. Л' = и Л,. При |Х։, К2...... К,} применим

к системе (9) обобщенную процедуру жордановых исключений. Тогда 
после г шагов, в конечном итоге, получим систему вида

и [Л/, ДП х\ЛГ, /М| - «|М Л1|.

При введенных предложениях справедлива

Теорема 4. Матрица и [Д', /И) относительно а[М, .V] об
ладает первыми трен я свойствами псевдообратной матрицы Л1у- 
ра— Пенроуза (см. наппимер (’• ")), при этом, в рассматриваемом 
смысле она единственная.

Следствие. Если Л’։ — К2 = ... - Ег = N, то и |.V, .111 — тев- 
дообратная матрица Мура Пенроуза, а и|.\, Л| матрица ор
тогонального проектирования.

При заданном разбиении и |У Л1 ] назовем частичш -псевдообрат- 
ной матрицей и частично-л ой если а|Л4, .V] матрица по. ного
ранга.



3. Развитие симплексных методов. Полученные выше результаты 
являются алгебраической основой для дальнейшего развития призна
ков оптимальности опорного плана н симплексных методов.

3.1. Признаки оптимальности частично-нормального плана. Рас
смотрим задачу линейного программирования. Максимизировать ли 
нейную форму

е|ЛГ]х[ЛЧ
при условиях

а[М, ЛГ]х[ЛЧ = а |.М, О],

х[Л/]>0[.У|, (12)

где 0|Л|—нулевой вектор.
Утверждение 1. Пусть при К = и Кг, мат-

з£М

рица и [А՜, .И]—частично-обратная относительно матрицы а | М, /<[ 

и «[А, 0] = н[А, М]л[М, 0| >0[/С[, (и [АЛ ;])-кс фз щиенты. раз 
ложения относительно псевдобазиса {а [/И, /[], }^К. Тогда

а) расширение оценки относительно псевдобазиса |а [Л4, /[•, 
равны •

л [.•’] “ <*  [К 1« Р<. /1 — г[ /] = «

• Этот метод является одной из версий процедуры 
состоит только из одного шага. Предложен совместно с

7 е М

(АГ, .М)сг[К)е(Л4, /1-4/],

б) если Л [ /] > 0. /£.Л', то и [АГ, 0[ — решение задачи (10) —(’2),

а / [Л ] — (А', М\сТ [К\ — решение двойственной к ней задачи.
Справедливость этого утверждения следует из к; терия оптималь

ности Л. В. Канторовича (12).
3.2. Рассмотрим расширенный вариант г нмплскс-метода.  Пусть 

задача (10) —(12) невырожденная. х°[Л', АЛ'| -а[.՝Л, Н'\, х° (Л1, А1[- 
֊֊ е (УМ, .И] — единичная матрица, ху[0, /]=![/[, ; (■ А" — о »енки 
относительно базиса [а[М, и, л° (М, 0] —оперный план. Кроае 
того сформируем матрицу Ло[/М, А'’ |, у кс торол подматрица 6и[,И, Л1| = 
= х"|УИ, УИ], т. е. единичная, а 6°[А1, А'\А1| - О (.41, т. е.

*

нулевая. Теперь опишем переход от х-го шага к 5 4՜ С гДе 
х = 0, 1, 2,... ,5. Пусть на 5-м шаге получена система

। х'[0. ^]x | х' I
[а- = [А4, /7]х|,У| =

՝\ 0[,
>'(ЛГ, 0|

(13)

и матрица А’[Л1. Лг|. г_е л’ |0, Л"[ ֊ ' с*  [0, 0], х3 [0, /V’)| - вектор 
расширенных оценок. ►

1. Выбираем таксе, ч։о л'[0. |<0 /Ал

(13). когда каждая итерация 
Л. С. Туниевым.
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2. Пусть 0]>0, Опре .С. яем

I Л 0'1

£zh
= mln 

/
х3 |/, 0|

«л

для тех I, для которых .кусок* х* [ . VJ с держит псе положитель-

ные компоненты векторя л*р,  Л^,|. Ясно, что К^К,^, /Г.И 

(здесь
3. Шаг обобщенного жорданового исключения. Полагаем

(И)
3 (

где

'*;)  = ֊-'К к,!*' 4՛!/. I '֊!

4. Формируем матрицу 6,+ [34, Д’], которая получяет i - з мат
рицы Ь՝ рИ, Д'] заменой строки Ь'\/, A/j на строку Ь  ’[/, А’|. >. е.*

(Л лч = *,+։|Л w|. 
Пл Д'],

где элементы b Л'[ определяются следующим образом:

|*̂ ![/./1. j^k,.
»'+’ 1/./] =

(о, /ел/\л,.
5. Если оценки л՜ 1 [0, /]>0, j £ /V, то**

a- J/V | = a(/V, 0] =- И’7 [Л!, ,У]л-^՛ [.И, 0]

— оптимальный план задачи (10)—(12). В противном случае перехо
дим к п. 1, где полагаем $ « s-f- I.

Замечание 2. Если на s-ом maze некоторые компоненты 
вектора хг [/И, 0] становятся равными нулю, то следует приме
нить процедуру исключения нулевых ко мпонент неипорного плана 
(и). Однако предварительно на преоь i ■: (s — мо. ֊но по
пытаться варьированием Ка добиться п л искательности вектора 
х3 jAi, 0].

Утверждение, аналогичное теореме 3, доказывает конечность 
метода, который естественно назвать расширенным симплекс методом.

3.3. Расширенный метод обратной матрицы. Пу ть Л1 - ?>. 1,.... т,. 
л^[Л/', ЛГ] — единичная матрица и а (0, Д’- Xй |0, Л ] (вектор на-
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чальнык оценок) Пусть п теледовэтолько для л —1, 2.......V со гл сн .
(14) преобразуются элементы матрицы х°[ЛГ, Л/']. Тогда в резуль 
тате получим матрицу х  [.И', ЛГ|. Я I*

Утверждение 2. Пусть Л՛, — множество индексов ненулевых 
столбцов матрицы [Л/, .V], Тогда матрица х9 |ЛГ, ЛГ | обла
дает следующими свойствами-,

а) г  |ЛГ, Лг,]=дЧ.И'։ ЛГ]а[ЛГ, Лг'| совпадает с расшит чн>:՛ 
матрицей системы (13), полученной расшаренным а мклекс-ме
тодом; ^Иг1

*

г _
б) «рУ», Л4] =/>' |Л4, Л,) х  |VI, Л1] является частично-об

ратной матрицей относительно а [М, Л7,|. г.‘. ՛  ЛК1
*

*
Таким образом, учитывая утверждение 2, можно предложить 

следующий метод решения задачи (10) —(12). На каждом 5-м шаге 
определяем х*  [ЛГ, АЛ ։] и по процедуре 3.2 прообразуем тс.п.л » 

х*  [ЛГ, М |, х֊'|ЛГ, Л' ], Ь' [Л/, Л’х[. При использовании агорой фор- 

мы признака оптимальности плана вычисляем также и [Л,. Л1].
3.4. При условии, что оценки х9 [0, /1>0, и 0]<

<^0 | 1]. где д', । ~ М, 5 — 0, 1,2, ..., $, в расширенно л двойствен
ном симплекс-методе в качестве особого направляющего выбивается *
не векюр-строка, а вектор-столбец х,[/</. /]. Нели хЛ[А/, 0)>0[Л/|, 
то пр щесс заканчиваем. лЖ.)

3.5. В расширенном си.мплекс-методе могут быть применены все 
три правила симплекс-метода, но с расширенным толкованием. В част
ности: ;Л '*

а) на каждом х м шаге определяем такое А^+^М которое дает 
наибольшее приращение линейной формы (10), т. е.

|Х'Н1Г. К/1^10. A/II. A'z Q Aj ц ;

б) если на s-.м шаге мы отталкиваемся от неопорного плана, то 
в п евдобазис вводим ту расширенную оценку, которая дает наиболь- 

шее приращение (10), т. е. в этом случае д՜ -одноэлементное мно
жество.

Если применяется правило а), то экспоненциальные оценки В. Кли 
и Дж. Минти (и) не распространяются на расширенный симплекс- 
кеюд (пути разные), что подтверждается примером задач класса 
(п, 2 п) для п = 2, 3, 4, 5. Таким образом, вопрос о сложности расширен
ию симплекс метода остается открытым. Решение его упирается в 
решение задачи, поставленной проф. Н. 3. Шором,— определение такой 

с։. 1ТСГНИ, т. е. \Kf\, которая кратчайшим путем приводит к оптимуму 
Аналогичная задача ставится и с точки зрения минимизации времени.



В расширенном симплекс-методе пункты 1 и 2 заранее гарантиру- 
что на каждом 5-ом шаге

х|Л/| == *' Г|М, Л’|х' |.М, 0| >0[Л/|

и значение линейной формы (10) возрастает. Однако процесс ioa.hu 
организовать так, чтобы особые направляющие векторы определялись 
из последнего условия. В этом случае Ъг [.11, Л ] и д’[Л1, 0| могут 
содержать и нулевые, и отрицательные элементы. При таком под
ходе пункты 1 и 2 метода при переходе от х-го к иЧ 1)-шагу за
меняются решением следующих т простейших задач комбинаторного 
типа. Для каждого /£А1 и всех для которых значение ли
нейной формы (10) возрастает согласно (14), определяем л’т1 |Л1, 0|,

где К, К։ и фор тируем Лг|. Средн всех и ;-;Л1 вы
бираем тот особый направляющий вектор, который удовлетворяет 
указанным выше условиям и дает наибольшее приращение линейно;։ 
формы (10), и переходим к пункту 3 метода. Этот подход позволяет 
включать в процесс увеличения линейной формы (10) не только поло
жительные, но и отрицательные оценки.

Отметим, что на основе расширенного симплекс-метода может быть 
развит двойственный симплекс метод Лемке. В этом случае в качестве 
особого направляющего вектора выбирается не вектор-строка, а 
ректор-столбец.

I Пус։ь /<[М, Л1| —частично обратная матрица, получении; на 5-м 
шаге и й[Лд, 0| > 0 |;У|. Тогда на каждом х-м шаге движение к 
оптимуму может быть организовано вдо ь направления (сдвиг):

л [.уд = «|л;, о]
где

«/[М] = (е[Л^, ЛМ֊^[М, Л1|а[Л1, А’,]К[М]

—частично-ортогональная проекция с|ЛД. Другими словами, мы по
дучаем проекционный метод.

Предложенный в данной работе математический аппарат позво
ляет сделать следующий вывод: симплекс-метод Данцига, связанный с 
преобразованием Гаусса, содержит в себе большие скрытые возмож
ности в смысле развития его идеи. Таким образом, возникает задача 
исследования скрытых возможностей симплекс-метода и пересмотра 
методов (общих и специальных), связанных с его идеей.

Отдел биофизики
Академии наук Армении



էէ. Դ. ^ՈԻՆԻԵՎՈպզորդիշ վեկտուփ ifLpnqp զծային ծr։uqriu։|ււրման մեյ»
Աշխատությունում առաջարկվում Է Դաուսի ձևափոխության մեջ ընտրել 

ոչ թե մեկ կլեմենտէ ինչպես դա ընդունված Է, այլ միաժամանակ մի քանի 
Լլեմենտ' ուղղորդիչ վեկտոր։ Այս միտքը թույլ է տալիս ընդհանրացնել բա
ցառման մ եթոդները և նրանց հիման վրա զարգացնել Ձ. Զ, Դանցիգի սիմպ֊ 
լէքս մեթոդը, Լ. Վ. Կանտորովիչի հակադարձ մատրիսի մեթոդը և Դ. Ե. Շեմ- 
կեի երկակի սիմպլեքս մեթոդը։

Զարգացման Լոլթ յունն այն է, որ յուրաքանչյուր քայլում ընտրվում ( ոչ 
թե մեկ հատուկ էչ9 մենտ9 այլ միաժամանակ մի քանի էլեմենտներ (հատուկ 
ոլղղոր1Ււ վեկտոր), որը թույլ է տալիս բացառման ընդլայնված մեթոդի քայ- 
լրց հետո անցնել կատարելագործված սլլանի։

Զ անի որ Հասւարելա գործված սլլանները դիտարկվող իմաստով միակն 
են, հ Լ տ ևա բ ա ր ապահովվում է առաջարկվող մեթոդների վերջն ականութլունը է

ЛИТЕРАТУРА—ԳՐԱԿ ԱՆ ՈԻԹՏՈ հ Ն
1 G. 3. Dantz g. E onometrica, № 17. p. 200 211 (1940) 2 Д.х. Б. Данциг, 

Л ֊’• . прсграз чированиз, его обобщения и применения. Прогресс. М„ 1966. 
з .7 В. Канторович, ДАН СССР, т. 37. № 7-8, с. 227-229 (1942). 4 Д. В. Канторо
вич. .4. К. Гавурин, в кн.: Проблемы повышения эффективности работы транспорта, 
Изд-бо АН СССР. М., с 100—138, 1949 5 G. Е. Lemke, Nav. Res. Logust Quart., т. 1 
>. 1, с. 36 — 47 (1954). ° И. В. Романовский, Алгоритмы решения экстремаль։։ ых загач. 
Наука, М„ 1977. Д. К- Фаддеев, В. Н. Фаддеева, Вычислительные методы линейной 
алгебры, Физмат։ из, М.—Л„ 1963. 8 В. В. Воеводин. Вычислительные основы линей*  
нон алгебры, Наука. М., 1977 • Е. Н. Moore. Bull. Amer. Math. Soc., № 2 >, p. 394— 
395 (։9-0). 10 /«*.  A. Penroute, Proc. Cambrige Philos- Sec., Ka 51, p 406—413 (1955). 
•։ Л. Ллбсрт. Регрессия, псевдоинверсня н рекуррентное оценивание. Наука, М., 1975. 
>2 .7. В. Канторович, Математические методы организации и планирования производ
ства в кн : ЛГУ, 19^9. п А. Д. Тунлев. Ки ернетнка. № 4, с. 08—72 (1984). 
• V. Klee, G. J. Лл/.ty, Inequalities I I. Ed. by O. Shisha. Acad Press. N. Y., p. 159— 

79, 1972.

И8


