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(Представлено 12/У1 1991)

В статье (’) рассмотрен класс .М голоморфных функций в еди­
ничном круге, который строго содержит все к.асе .։ Харди Н՞ и 
строго содержится в классе В. И. Смирнова N Г. Ц. Тумаркин 
(см. (’), с. 131 —’41) установил свойство конформной инвариантности 
классов//՞ и .V и пол) чял полную характеристику граничных функ­
ций в классах Нг и .V в терминах аппроксимации многочленами. В 
настоящей статье эти результаты Г. Ц. Тумаркина распространяются 
на функции класса М.

1. Рассмотрим в единичном круге D. |г| < 1 произвольную голо­
морфную функцию /(z) и обозначим Af/(6) = supf{re‘r>) |, 0 < 0 < 2՜- 

Следуя терминологии статьи (’), функцию /(z) отнесем к классу М, 
если

I log А1/(6)~ (I)

где log • t = max (log t, 0), />0.
В работе (') установлены разнообразные свойства функций класса 

М. В частности, если обозначить через Нр, р~>0, классы Харди в 
круге О. через /V —класс В. И. Смирнова в круге О и через /V — 
класс Неванлннны голоморфных функций в круге О, то справедливы 
строгие вложения и //”с/ИсЛ с.У. Доказано также, ч.о Л1 яи- 

р>°
ляется полным сепарабельным метрическим простран твом, в к ■■ р ч 
инвариантная матрица Л задается формулой

</(/. £)“ log(1 + А1(/֊-£)(в)) ֊; /.

Непосредственная проверка позволяет заключить, что функция
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:-(/) = | 1ок։ 1 
о

•определяет полунорму в .И.
Отметил также, что для любой функции /(г) класса .И н любого 

числа г, 0<г<!_ функция /Дг) = /(гг) принадлежит классу ЛТ и 
— / в ме ркческом пространстве М при г —- 1 — 0 (см. (’), с. 720). 

Непосредственно проверяется, что р (/) р ( / ), 0<г<!,
2. Докажем, что класс Л1 является конформно инвариантным 

семейством функций.
Теорема 1. Для любой функции ((г) класса М и произволь­

ного конформного отображения С = 5 (г) круга Э на себя компози­
ция (/ С) (г) = /(;(г») принадлежит классу ти.

Доказательство. Произвольное конформное отображен։։

'=с(г) круга £) на себя имеет вид С — ‘ (г) = е,а- —-----—, а ֊ О.
I аг 

з^(—ос), и значит, справедливы оценки

1-И . 1 14-М .
1 + |а| |Г<г)| 1-Р! ’

г,

Рагги ։гр։м произвольную возрастающую последовательность 
։г.|- а<г.<г^,- М, Пт гп = 1, и последовательности функций л -•«»
(/,(*)'. /л(')=/(г,-г)| лнИ, и (/Ло:)(г) = /(г։.е{г)),

Поскольку ’:| - '(;(г)1 == 1 при |г| = I и ^0 = |</д| на |д| = 1, 
г = то , . ։՝

А։(/ ;)(?»)< так]/я(; (г))) = тах|/(С) |=СЯ< 4֊оо, 
*1-1 14=1

и следэвэтельно
2г
( ։о^Л1(/жо;)(6) I »02+[тах |//։(;(г))|]-֊՝^1 =

Л 2^ J 1*1=1 2я
и 1*1-1

«откуда, с учетом (2), получаем оценку
?г

। 1ог М(/, • ±1£110£+с,< + «=, «еч (3)
3 2л 1 — |Я|

крклитва (3) показывают, что функции /„ («(з)),л £ 14, принад­
лежи- классу М. Поскольку функциональная последовательность 
{/ (.(г։)) р ։ момерно сходится к функции в круге й и схо-



лнтся к функции /($(«,) ь метрике пространства М, то, в силу пол֊ 
ноты пространства /И, предельная функция /(5 (г)) обязана принад­
лежать классу /И, что и требовалось доказать.

3. Согласно можению Мс.¥ и классической теореме Р Неваи- 
линьы (см . например, (•), с. Я?'. каждая функция /(.-) класса М 
имеет конечные угловые граничные значения /(<?'°) почти во всех 
точках е из граничной окружности Г: 1 г

Следующая теорема содержит полную характеристику угловых 
граничных значении функций класса М. Мы отмечаем участие Л Ган- 
жулы в доказательстве необходимости условий этой теоремы

Теорема 2 Пусть Е произвольное измеримое множества то-
чек окружности Г:|г| = 1 и <? (е 9) — измеримая функция, задан' 
ная на Е. Для того, чтобы функция <р(е?0) почти всюду на Е сов­
падала с уг -вами граничными знамениями некоторой голомсрф- 
ноП в круге О: |?|<^1 функции /(г), принадлежащей классу Л1, 
необходимо и достаточно, чтобы существовала последователь- 
кость мно1оч,леков |ря(2)|, обладающая свойствами:

1) после живительность |ря(£'6)} почти всюоу на Ь сходится к 
функции <р(е/е);

2ж

2) Hm I log Мрп(0) — 
л-*** 1 Q—

I»

Доказательство. Необходимость. Пусть для некоторой функ­
ции/(г) класса М граничная функция ֊֊ ? (£/0) почти всюду 
на множестве £сГ. Рассмотрим произвольную числовую последова­
тельность (г }, 0<^г <^1, Jim rn => 1, и образуем функциональ- 

Л — *
ную последовательность {/„(*>},/„(г) —/(G,г)՛ z^D. После­
довательность (/„(*)} равномерно сходится к функции i(z) в круге D.

Так как функции /я(з), flfcN, являются голоморфными функ­
циями в замкнутом круге D: |z|<L то согласно аппроксимационной 
теореме Рунге, существует такая последовательность многочленов 
\Рп(?)}, что

|РЯ(*)֊/Я(‘)1<8я Для всех г, |г|<1, (4)

где числовая последовательность |е,|, ел^>0, fl£N, имеет Ппте^- О.

Из свойства (4) и предшеств вавших ему рассуждении следует, 
что последовательность многочленов {/>„(*)} равномерно сходится 
к функции /(г) в круге О.

Так как угловые граничные значения Г(е'0) существуют почти 
всюду на окружности Г: \г' 1, то Пт /л (с п) — !ип / (Гя е ) — /(е )

для почты всех точек е'° Г. Поэтому, согласно (4), '‘՝|։_/'л^ 

-/(«") почтя всюду на Г и значит, Птд,(е“) = пич?и всюду

107



на Е, т. е. выполняется свойство 1) в условиях теоремы 2.
Проверим выполнение условия 2) этой теоремы. Заметим прежде 

всего, что поскольку

|Д(^'6>| < \ря(ге։() -/(ге'в)|Ч- |/(ге'®)|, д£М.

то

Чрл(5)= sup 1ря(ге'։) | < sup |^„(r^e)-/(re'e) + sup |/(ге'9)| 
0<Г< | 0<Г<1 . О * Г < I

= М(р,—/)(9) + м/(в), ntN.

я значит,

log՜ МРП -s log՝ М ( p/t - f )(9) -h Jog .И/(9) J log 2, n(;N. (5)

Так как последовательность полиномов [ р„(г)} равномерно схо­
дится к функции /(г) в круге О, то, начиная с некоторого номера 
А^М, выполняется неравенство М(рп — / ) (9) 1, л>/У0. Поскольку

то из (5) следует, что
2* 2*
I logr Afp„ (6).-^-< I log-M'(P)- — ч- log 2 — С„ л>/У0. (6)

J 2 - J 2"
о 0

С другой стороны, можно указать такую постоянную С։, 
Ю<^С։<^ Н֊ ос, что для всех номеров не превосходящих число 
Л'о, н всех [0, 2՜) выполняется неравенство log՜9՜ Mpi (0) < Cit и 
значит, •

2s

I log+Af^„(6)~<C։.
J 2*
0

0* (7)

Полагая С = шах {С։, С։}, заключаем, на основании (6) и (7), что 
справедливо неравенство 

2х
j log- /Ирп (5) ~* /։€N,

которое эквивалентно условию 2) теоремы 2.
Достаточность, Поскольку мноючлены принадлежат классу Л, то 

условия 1) и 2) теоремы 2 становятся условиями теоремы Л. Я. Хин- 
чина—А. Островского (см. (։), с. 118), согласно которой последова­
тельность полиномов 5 /?„(£)! сходится равномерно в круге О к не­
которой функции /(г) из класса /V, для которой /(ел) = у \£|в«) почти 
во всех точках е‘‘‘ множества Е.
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Многочлены рл(г), л (. !Ч, принадлежат также классу /И. По­
скольку класс .И является полным метрическим пространством, то 
функция /(г) — Пт ря (г) принадлежит клагсу М.

Л ■< ш
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Վ. Г. ԴԱՎ1ԴԼՈՎ, Հայաստանի ԴԱ բղյւակխյ ասրյա մ Վ. II. 9.1ԼՔԱՐՅԱՆ
Af դասի ֆունկցիաների կոն|որմ ին»|արիւսհտո։թյունր և եզրային արժեքների քծութւսդրիչ հատկությունը

Հոդվածում դիտարկվում / միավոր շրջանում հոլոմորֆ ֆունկցիաների 
այսէղես կոչված ի\ դւսււր, որր պարունակում է Հարղիի ղասերը և ընկնում 
Հ Սմիրնովի ղասերի մեջ: Հ՝ Տամ արկինը ստացել էր Հարղիի և Ամիրնովի դա- 
սերի կոնֆորմ ին վտ րի անտ ութ յան հատկությոլնր և տյդ դ ^սերի եզրային 
ֆունկցիաների Լրիվ բնութաղրումր մոտարկող բաղմ անդամների տերմ ին­

ներով:
Ներկա հողվածում այղ երկու հատկությունները տարածվում են դասի 

ֆունկցիաների վրա:
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