
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

1 11 " ■ ■ ■- ֊
Том 93 1992 № 3

МАТЕМАТИКА

УДК 517 9Ь8, 517. 514

А Г. Камалян

Эффективная факторизация некоторых классов матриц-функций 

(Представлено чл.-корр АН Армении А. Б. Нерсесяном 29/V 1991)

Введение. Пусть Г—простоя замкнутый контур з комплексной 
плоское и С, разбивающий плоскость на две облает» Г+ и Г_. В 
дальнейшем ради простоты будем считать, что 0£Г+, оо £ Г_. Пусть 
5 —'оператор сингулярного интегрирования вдоль контура Г, дей
ствующий в пространстве кр (кр = 1Р (Г), 1</7<оо):

!$?)(■*) = —-v. р. т(0-------
я/ J t — x 

г

Введем проекторы Р* =.—■([ + S) и следующие классы функций:

Zp = Р Lp, L„ -- Р_ Lp 4- const, Мр = Lp + R, где R — множество ра
циональных функций с полюсами вне Г. Если все элементы матрицы- 
функции (м-ф) G порядка кхк принадлежат одному и тому же 
классу функций Н. то условимся коротко обозначать .

Нод факторизацией м-ф G^L* ' н пространстве Lp (1<Ср<С°°) 
будем понимать представление

G(О-֊=О’+(/) Л(/)□_(/) (/^ Г). (D

где <;+о^),х*. о_б(/.7),х*. о;Ча.+)*х*. ог'са;>,х* <? = 

= р/р-\) А (<) = (Над[Г‘.../**] и х։ > х։ >•••> хл — целые числа, 
назывеемые частными индексами м-ф О (см. (’• ’)). Хорошо известно, 
что в скалярном случае (к = 1) при условии существования фактори
зации факторы могут быть записаны в явном виде с помощью проек
торов Р, . В матричном случае (к 1) эффективные методы факто
ризации построены только для частных классов м ф (например, 
рациональных или треугольных).

Под мероморфной факторизацией м-ф (/£/.» * в пространстве 
кр (1 <С Р 00) будем понимать представление
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б(0 = Л + (ОЛ_(0 (С֊п (2>

где Ar€W)*x‘. Д֊е(Л17)‘х*. ai։6W)‘x*
(<7 = pip — I).

Как известно (см. (2), теорему 2. 10), из мероморфной фэкторизуе- 
мости м-ф G следует ее факторизуемость, причем представление (1) 
можно получить из представления (2) эффективным образом с по
мощью конечного числа алгебраических операций.

Ряд прикладных задач сводится к факторизации м-ф вида 
*
У Q„ где ал — скалярные функции, a Q, — рациональные м-ф (см. 

«-1
(3՜*)). В работах (’ ’) предложены различные 'методы эффективной 
факторизации для м-ф такого вида, удовлетворяющих некоторым до
полнительным условиям алгебраического х рактера. За исключением 
(«, 9) все эти работы относятся к м-ф второго порядка.

В данной работе предлагается метод мсроморфноП факторизации 
м-ф вида

X=Vfl,Q։,. (3)
J-0

где а։ (х = О, 1) скалярные функции, /?*՝*, <?" =/"/*,

/ К (/* — единичная матрица
Г. Обозначим через (I ^р < сс) кла с всех м-ф А££*х*, 

представимых в виде (3), с а5 £ !.р (х = 0, !,.. л—I).
Непосредственной проверкой легко убедиться, что если

A,
л — ։п -1

то

С = АВ = ВЛ V с, Q' ,
0

где
1 п -J

С’ ~ f-J + / S 
j-o

(О

Пусть L (/) (/ £ Г) жор-анова форма Q(/), а м-ф T(t) такая, что 
TQT՜' == L. Поскольку Ln = TQn Г՜' = /я /*, то

Ф.(О) 4 (>> Ф,<*-»)
L = diag [е /, е , е /], (5>

где ь, (/£ Г) — семейство возрастающих отображений множества 
{0, I ... k — 1} в множество {О. 1 ..«—!} (I», (0) < Ф, (1) < ... Ф,(Л !))• 
ь = exp (2r.l/n).

Следует заметить, что A (̂2p(Q), вообще говоря, не единствен
ным образом представляется в виде (3). Более точно, имеет место 
следующая
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Лемма 1. Элементы У*(р) представляются в виде (3) един
ственным образом тогда и только тогда, когда гг ...< п. и множе
ство собственных значений р почти для всех /£Г совпадает с 
множеством |/, е/,... е՞-1/), 

л—I
Доказательство. Пусть Уа,(/=О. Учитывая равенство (5) 

։—О
из 0 = Г / V рл\ Т '' = получим

О / 1-0

л--1 ф (П* г
' / а> =0 г — О, 1 ...к — I.

9 = 0
(6}

Чтобы элементы 2*(<?) представлялись в виде (3) единственным 
образом, необходимо и достаточно, чтобы система (6) имела только 
тривиальное решение а3 — 0 (х — 0, ... п — 15 почти для всех ^£Г. 
Последнее имеет место тогда и только тогда, когда Л>л и яв
ляется съюрективным отображением почти для всех /£Г.

Следствие. В случае к — п утверждение лемм । 1 справедливо 
тогда и только тогда, когда следы м-ф р‘ (д = I) равны 
нулю.

Действительно, в случае 1г = п будем иметь ф,(л) - г (г = 0, 1, ... 

п — 1), откуда в силу 1гр’=1гЛЛ (5—1.......л-1) получим тре
буемое.

2°. Пусть 1֊^я՝л, где дн(<=1. 2--
..., п — 1) и 7, ? — 0 при I — / <^ п — — I Легки проверить,,

что ро =/л Д • Справедлива следующая 
л—I

Теорема 1. Пусть = V у, £ У" Ли՝ 'и Оля факто-
. к* ж=$

ризуемости м-ф До в /.,(1 <?<«>) необходима и достаточна 

факторизуем ость следующих функций ат :

ат=^^т&га, (т = 0, 1........л-1). (7>
1 = 0

Если аГ: — (Л/п) (л«) — некоторые мероморфные факторизации
— Л

функций ат в Ьр, а (До). = ^(д*)±Оо’ г(^е
л=1

(а,) =֊1-^-^у1£'"<ял»(ат)т (5 = 0,1........ л-1) (8>
л т

то представление До = (А,) (Дв)_ является мероморфной факто

ризацией м-ф До в Ьр.
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Доказательство. Введен м-ф: А, = <11а? (ои, а,... а, _• ], 

(.40)։ = Лае [(а0)± , (а,)±.......(ал_։).], Г = <Пая(1, /........./я՜’]

Е =- —Vп ' '*• '=г

Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться^ в равенствах

Ао = РЕА0Е՜'Е ', (А0)4=/г£(А0) Е~՝Е~', (9)

откуда следует равенство Ао = (Ао)+(Ао)_. Условия

<л.)+г<а։; (Л0)+1€«)'Х։. (Л.)_е(Л1, )'х’. (Л):‘€(Л1)"Х
в силу формул (8), (9) и Е £ R эквивалентны условиям

<*«) 6/и;, {от)_б и;, (^>14 4՜
(т = 0, 1....... п — 1).

3°. Обэзначии через ф отображение ®: — 2^(р) (1<Хх),
.л—1 \ л-1

действующее по формуле ( V а, ) =- С}3 . Нетрудно убе-
\л=о /

литься, что справедлива следующая
.1 е м :.։ а 2. Если А£2Г«2О). 2»(<2в) (I < <7 <

<°°). то ? (А5) = <?(А)?(В)£У£((2|
Основным результатом данной работы является 

Л 1
Теорема 2. Пусть А — V р՛՝ 6й*(Ц), а функция ат (т — 

! = •
= О, — I). определенные по формулам (7), допускают ме

роморфную факторизацию в Ьр{\ <р <»), ат = (ап )+ (ат)_ .
л —1

Если А — (а,) О*, где (а,) определены по формулам (8).
»-О

то А — А А . является мероморфной факторизацией м-ф А в Ьр.
Доказательство. Пусть м-ф Ао £Й?((?м) такая, что ?(Л0) —Л. 

Тогда в силу теоремы I м-ф Ао допускает мероморфную факториза
цию Ап = (/10) (Ао)_. Из определений . Аг, в силу леммы 2, 
имеем А = ? Мо) = ? ((До)+) ® ((Ао) ) == А+А_ . Заметив, что из 

П(.И; )’хя следует ? (До «^ (<?) П (М/։ )АХ‘, и учитывая 
’НМо)՜’) — А ՛, получим доказательство теоремы.

Замечание I. Условия факторизуемо ти всех функций ат 
(т—0, 1....... п — 1| не являются необходимым условием для фвкто-
ризуемости А. Чтобы убедиться в этом, достаточно взять 
Эти условия станут необходимыми, если имеет место условие леммы 
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1. Действительно, в этом случае ср будет взаимно-однозначным отобра
жением.

Замечание 2. Поскольку доказательства полученных резуль
татов не зависят от контура Г, то они остаются справедливыми как в 
случае бесконечных контуров ( в частности вещественной прямой), так 
и в случае замкнутых сложных контуров.

Замечание 3. Теорема 1 справедлива также и для м-ф блоч
ной структуры, т. е. когда в условии теоремы 1 а,^Ь^'п ($ — 
= 0’1.....................................<?0 = (^. Рм», €/?'։тХлл’. где

I = /п <7м+1 = /« (1=1, 2. .... п - 1) и д, ( = 0 при 1,
/-<¥=1.

4. Пусть /С(лг) (-х><х<оо) обобщенная функция с преобра

зованием Фурье /.«(—=ю, ао) и /'* (х) = — А'(1п-V) (х>0).
Введем м-ф $ = (Я{։ с <7։.2 =/'՛. 7/։/+1 = 1 2. .... я - 1).

и = ° при I— /О֊1. / — /¥=!-
В работе (|0) показано, что исследование вопросов разрешимост.-՛ 

}равнения

у(х)4 (th(rx)-V)" ЛДх - = А(х)

С: П^М; У, Л(;Л2(— ОС, а>))

/1— 1

водится к факторизации м-ф <7 — (1 4- рап 1 9/”) /„ 4- У 2я* где

а = 1 — ч, р = | -}- V, 0 (х) — I при х > 0 и 0(х) ֊0 при х < 0.
Ясно, что при /£/? м-ф 0^21 ((?) и для нес спра !сдлига тео

рема 2. Примером ядра А'(х), для которого /£/?, может служить 
следующая функция:

А'(х) - exp(P։(sn - тп РЛ х
х Г(м-Нл)Г(Лл + т*-м-<х) F(kn sn + ix. kn + тп. а^} 

(кп 4- тп — I) I
где k, т, s £ N, k 4֊ т, 11пт ; < «. = ехр 3* (/?=!, 2), Л — ги
пергеометрический ряд Гаусса.

В этом случае (см. (”))

Институт математики
Академии наук Армении
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и. հ. ₽псгщзаъՄատրիցա֊ֆոժւկցիաեերի որոշ դասերի էֆեկտիվ ֆակտորիդացում
Ւ տտրրերութ յոլն սկալյար ղեպքի, մ ատրիցա ֊ֆունկցիայի էֆեկտիվ 

Հ բացահայտ) ֆակտորիղացման իւնղրի լուծումը Հայտնի է միայն մասնավոր 
ղասերի համար (օրինակ' ռացիոնալ մ ատրիցա-ֆունկցիաների ղհռյբում)։

Մի րւ՚րքք կիրառական հարցերում առաջանում է ռա ցիոնալ մ ատրիցանե- 
րՒ և սկալյտր ֆունկցիաների կոմբինացիայով ներկայացվող մ ատրիցա֊ 
ֆունկցիաների ֆակտորիղացման խնդիրը։

11—1
Հողվածում կառուցվում է մերոմորֆ ֆակտորիղա ցում V* (Հ տեսքի 

ք-0

մ ա տ րիցա •ֆսւնկցիաՀւ ե ր ի ^ամար, որտեղ Us~p սկալլսւյւ ֆունկցիաներն Լն, 

Q+Ն k\ k կարպի ոացիոնայ մ ա տ րիցւս-ֆ անկցի ա է, Q = ք ՞ / * ։ Հ- ր ոտցիո֊

ֆունկցիա էլ

Կառուցված մերոմորֆ ֆակտ ո րի ղա ցյււմ ը Հնարավորութ յուն է տալիս 
ստանալ նշված տեսրի մ ա տրից ա - ֆուն կցի ան ե րի ֆակտորիղա ցում ր վերջա

վոր Ովով հտՆրահաշվտկան ղործողութ յունների միջոցով։
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