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Применение многопроцессорных систем является одним из глав 
них направлений повышения производительности ЭВМ. i связи с этим 
особое значение придается векторизации (распараллеливанию) изве
чных последовательных алгоритмов решения конкретных задач. В 
качестве первого шага естественно осуществить «абстрактное» распа
раллеливание, когда не ограничивается число процессоров, синхронизи
руется счет и не учитываются потери на пересылку данных.

Условимся считать, что алгоритм решения данной задачи, опреде 
лнемой входными данными в виде (пХл)-матрицы, допускает эффектив
ную векторизацию (линейное ускорение счета) при применении р~р(п) 
процессоров, если независимо от п реализуема оценка < const 
где через обозначено время обсчета (число тактов) на k процессо
рах. Для определенности в дальнейшем учитываются только мульти
пликативные операции.

Классические алгоритмы решения задач линейной алгебры, как 
правило, эффективно векторизуемы (см. ('• ’)). Так, алгоритм реше
ния системы с невырожденной (я X л)-матрицей .Ал-j^J. Л / = 
= I, 2,..., л по методу Гаусса требует выполнения 4֊ О (л։), 
(л—*-ос) умножений, а его векторизованный вариант (метод Гаусса- 
Жордана) может быть обсчитан на р—п2 процессорах за 2 п тактов. 
Решение той же системы методом ортогональных разложений распа 
раллеливается уже непросто и здесь при счете на 3/2 п2-п процессорах 
требуется 7л—10 тактов (см. (։)).

В случае теплин֊ ной матрицы /’ « 7„ - I 6-/| • / = ’ • ••• ♦ п
алгоритм Левинсона—Тренча (см. (‘ ) позволяет решить систему
посредством Зл2-|֊О(л) умножений, а пр менение 6л процессоров 
)՛ коряет счет в Зл раз (л тактов). К сеж злению, эти отличные харак- 
т.рлстики получены при условии невырожденности всех ведущих 
год матриц Тк, л=12.... л. В то же время неудобны для распараллели
вания модификации этого подхода, основанные на «прыжках» через 
нулевые миноры (7*}, k^n — 1 и реагирующие на их расположение 
изменением структуры операций (см. (5՛ 6)).



В последнее время были разработаны несколько .менее быстрые, 
но пригодные для обращения теплицевых матриц общего вида методы. 
.Алгоритмы работ (’•’) требуют выполнения соответственно порядка 
25л- н 19л2 операций, однако они оказались неустойчивыми (''• ։0). 
Алгоритм работы (•’) (19.5л2 операций) устойчив, но дополнительно 
требует невырожденности 7„ ։. Хорошими вычислительными качествами 
обладает метод обращения ортогонального разложения, предложенный 
Г. Цнбенко (23л1 операций (”• ”)).

В случае блочно-теплицевой матрицы и более общей матрицы 
малого теплицева ранга Т'я ь — |а |։ , состоящей из (/ ՝ /) бликов
<2/(., удовлетворяющих соотношению

к 
а1/~ 

/л — 1
/. j = 1, 2. ..., п — 1,

алгоритм Г. Цибенко был обобщен в работе (н) на основе блочно- 
орго!опального разложения. Вычислительный эксперимент на ряде 
тестовых матриц подтвердил хорошие характеристики этого метода.

Как будет показано ниже, алгоритмы (*’• '4) эффективно распа
раллеливаются.

1°. Остановимся на случае невырожденной блочно-теплицевой 
матрицы = Г'= I, у = 1, ..., и, состоящей из (/X/1-бло
ков /* . | к | < п 1. Отметим, что (см. (*)) уравнение с матрицей Т'п л 
сводится к уравнению с Т^՝, где /, = / (Л-ь 1), однако это сведение 
не всегда рационально (см. также ниже, п. 3 ).

Решение уравнения Т1пх = Ь может быть получено посредством 
операций следующего последовательного алгоритма (’*):

:1М1Т1Аи2АТ1ОМ8:

<h --=1 = о. aj = о (s - 2, 3)

/J ~ 71 • Р1 ~ Ри =

?! — Pi» wi — |7«» I

а, = К, 6|,

•.MAIN LOOP:
For j — 2 to n do

У) = 72л_1,/_1 

y)= ֊»„ t. /֊,

ч',^гч,.+ 1/; д;
/ — 1

ь=-i 1 'f՛.
# —I

= 17, • 7; l

|7;, *1
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Злее», принять/ следующие обозначения

/-|/‘Л + ։> !՛'„,....... Л',, О, О..... О Г

О и ...о л;
£, о...о о

О О...£, о

и-1М *< (п—։>/
и' -- ‘1‘аи (о.......0. 1. 1..........1. 6777о|

__ /
/ , [х, у| х*17у

Отметим, что матрицы /, у,, /՝ (/ .-1, 2,.. 
имеют размерность (3« 2) / > /. а р , (у = 1 2
т х I.

5 = 1. 2, 3)-
5=1. 2. 3)

2 . I данным препятствием для эффективной векторизации яв
ляется наличие в этом алгоритме .длинных" матричных (при 1=1֊ 
<калярных) произведений при у>2 Что же касается произведений 
г՛՛ = ~1’ /у1 ;!• *0 и* можно исключить, исходя из соотношений
<՛', =41*՛ 4

Обозначим теперь

*0 = 1<7ь *4,1 < =֊ [г1 Ч» <7,1.

ь\.

< = 1*Ч’ И

5= 1. 2.3
(2>

Имеем

У՛ - I- эР?’-1. /’

Векторизация основана на следующих формулах:
8

3
ш»у = */-!, /-։ “Ь ^я-1,1 Чп-\, /-1 ^зя-1. । ^»л-։. 2 /-։ У/ ՛

1-1

э

= у* 4֊ у* и

/ = у — 1 > /...... л — 1;

/ = о, 1...... л — /;
(3)

5 = 1, 2, 3; I = 1, 2, ..., Л 4֊ 1 —у;

л — 1. 2. 3; I = ], у 4- 1 ■ •... л,

— т* у1 . т՝^ иу , 5 -- 1. 2. 3: I — 0, !, ..., п /.

На первом этапе необходимо (при / - 1) вычислить 2// т- • мат
ричных произведений ш*։ (/ = 0, 1, и (։ — 0, 1.......п—1} 
и для этого можно задействовать максимальное количество процес
соров на соответствующую серию тактов. Поскольку матрицы «у по
ложительно определены, для вычисления иу1 можно применить схему 
Гаусса— Жордана и при наличии Р процессоров произвести 2/ тактов.
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3°. Приводимая таблица содержи। основные характеристики об
суждаемых алгоритмов.

Задача Число 
процессоров Память Число тактов

Гх в Ь
1________
п

____  17л_____
2Ул

24.5л- 
55л

Т'х = Ь
1 17 пР 20Р/.3 4- 1.5/-/Р
Рп 29лР 42л/-и 12 ։

Т* в)
1 17Р(Ь 4- 1)-п 20Р (А- 4- 1)ал= 4֊ 1,‘Р(А- I/-1 л-

Р (* + 1 )• п
•

29Р(* ■ О’" 42/ (Л + 1) п г 12л

г;х-д. бу
1 (4*3 4֊ 12)/=л (8Л 24А֊֊ 12) Рп- 4֊
Рп (1 4֊ 2*) Рл= (13Р4 4_Ч т- 25) 1п 4֊ 17л

В первой графе через 1 обозначена скалярная теплицена (// п)- 
матрица, далее через 7՛ (I 2) — блочно-теплицевв (л/ л/|-иат- 
рнца с X/)-блоками, а через 7/ —(л/X «0-матрица, удовлетво
ряющая условию (1). Решению уравнения с невырожденной матрицей 
послед։ его типа сведением К к блочно-теплицевому виду 7'՝, 1Х = 
= (к — 1) I (см. п. Г) соответствует предпоследняя строка а), а 
последняя строка б) относится к случаю непосредственной векториза
ции алгоритма работы (’*) для матриц типа (') общего вида. Эта 
векторизация может быть проведена совершенно аналогично п. 2°, и здесь 
мы на изложении этого не остановились не только из-за громоздкости 
формул, но и (главным образом) потому, что (см. таблицу) нам пока 
°то не удалось освободиться от слишком (по сравнению с а)) большого 

• объема памяти, хотя остальные характеристики в этом случае пред
почтительней. • • /

Отмстим, что векторизация в изучаемых случаях не могла быть 
проведена по схеме Т-алгоритмов, предложенной в (б), поскольку нам 
не удалось преобразовать исходные алгоритмы к требуемому для 
этого виду.

В таблице приведены результаты распараллеливания на опти
мально»’, в пределенном смысле, количестве процессоров (если иметь 
в вид? линейное ускорение и устойчивый счет), однако нетрудно 
использовать меньшее (большее) количество процессоров, соответ 
ственно усложнив (упростив) их функции. Это может оказаться 
полезным при практической реализации схемы на систолических мас
сивах,когда необходимо найти разумный компромисс между сложно
стью функций каждого процессора и сложностью межпроцессорных 
связей (см. (2)).
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4 . Остановимся теперь на использовании результатов с целью 
■быстрою решения интегральных уравнений со скалярным разностным 
ядром К * Л'(х -- /)

I 
def I •

IpJ К)У ֊-ру(Л)- ։ А'(Л - t)y(hdt - f(xY, (4)
а 
О

где К^С" Ц0,1| X |0, 1|), / Ср (|0, 11). р I. р = const.
В случае уравнения втор iro рода (р - 1). если оператор J —К 

-обратим в С (|0. I]). квадратурные формулы порядка р (р . 1) сводят 
задачу приближенно! i решения уравнения (4) к решению системы с 
матрицей 7,(1 р) при ошибке порядка О(/Л'| (//—длина макси
мального интервала дискретизации). Таким образом, при достаточно 
гладком ядре К эффективен именно алгоритм и. Г пли его приведен 
нын в п. 2° распараллеленный вариант

В случае уравнения первого рода (р = 0) необходимо, как извест
но, провести регуляризацию. Пусть, например, существо։ анис и един 
ственность решения у (х) обеспечены. Тогда при достаточно малом 
с>б приближенным можно считать решение уравнения (см.(15))

еу + К*Ку К*/, (5)

где К* — сопряженный к К оператор. Заметим, что ядро оператора 
КК* (обозначим его через К,(д, /)) удовлетворяет соотношению

+ —+ д'(х - д)/<(5- /)} *;; = 0. (б)
\ дх о1 /

Отсюда следует, что дискретизация уравнения (5) сводит его решение 
к решению алгебраической системы с матрицей 7 ' вида (1). Таким 

-образом, и в этом случае работают последовательные или параллель 
ине алгоритмы, изученные выше (см. также (*4)).
I В случае матричного ядра в уравнении (4| ситуация вполне 
.аналогична

Институт математики Академии на)к Армении

Հայաստանի ԴԱ р i| pui l| || < I ա£դամ Հ |1. ՆԵՐՍԻՍՏԱՆ, Դ. Ո. ԱՎհԿՅԱՆՏ|ոսլ||ւց puli ւո|ւս||ւ ifասւր|ւցնեաւ| fiuiiftuկւորցԼրի բուծման ւ]Ս|1Ոորացւ|ած ալգուփթմՏեր
Լուծվում /, (՝*' 14) աշխատանքներում մշակված ա / զո ր /•/7 մն եր ի վեկսւո- 

րացման ( զու զահ ե ոա ցման) !Անզիրրք որր ապահովում Լ > ՛բազ հաշվարկ 
ր ա զմ ա պրո ցե սո րտ յ/ւն ՀաշՎ1*Լ մեքենաների օզն ու թ յաւէ ր:

Աշխատանքում բերված են համապատասխան ալզորիթմների բնոլթա^ 

զրՒչ^րր՛
Արզյո՚նքն երր օզտազար են նաև ինտեզրւպ հավասարումների մոտավոր 

/ու ծման համար:
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