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I раничные задачи в двугранных углах для уравнений в частных 
производных, не разрешенных относительно старшей производной 

(Представлено чл корр АН Армении А Б Нерсесяном 12/1У 1991 г)

Пусть п, _ |Г 10 <2 аг^ ( а я}, а и(д. /)£С" аналитическая
функция по ։ г։. Введем класс функций

{«(х, 0||£>'П;ц(л, /)| <С;*(1 +|л|Л*(1 + |Г|)’>\

(л, Г)^ А* >
(!>•

1-сли в (1) число — £ не зависит от у, А и и, то соответствующий 

класс обозначим через Мр, а если более того и £ М» не зависит от /, 
то соответствующий класс обозначим через Л$.

В двугранной области R X ». рассмотрим уравнение вида

(1)

где а, (։) иолиномы от ; с постоянными коэффициентами, причем 

и, (0) ֊ 0, =^0 221 в/^)1’¥’О искомая, а/^Мр —

гаданием функция. Корни характеристического уравнения

Р (с, И-а,(ф* + М?)А ' + ...+а, (0 = 0 Л 9

с учетом их кратностей обозначим через Х1 ((),..,, (().
—в | И 3

1. Предположим, что —- < аг^ / < — -
I х

(3)

Граничная лаОлча Д. Требуется найти решение и £ /И уравнения 
(2), удовлетворяющее условиям

О>и(х, 0) -/,(л). (О, П — I,

где / ^Л'з—заданные функции.
Исследование задачи А. Будем следовать схеме в (*)• Рассмотрим 

задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения с па­
раметром



О 
с//*

+ о։(5) Лтг-'* + - + о. (!) V, (£, П . 0. (51 а/

0) = о', / = о........л-1, (в)

где ГД:, г) — аналитична по /( ". степенного роста, V —символ Кро­

некера, у = 0, , п — 1.
Имеет место

Лемма 1. Функция VС՜ уЕ + 0 и удовлетворяет оценкам

/)<с„г.| я*'(1 4-15 |Л'О+ 1'1)4 (7)

тю' ПЫ • ГЛ1 <" 0-

Доказательство. Как известно (’). У\(', /) представляется 

в виде

V'/:. 0 =

X ехр(А/)^л, (8)

где 7(0 — замкнутый контур, содержащий внутри себя все корни 
полинома Р„С՝, Пусть о>0 такое, что в области 0<|€|<5 крат­

ность корней уравнения (3) постоянна. В области [|;|->* неравенство 
(7) докааано в (’)• В области же 0 <| с | < й, вычисляя (8) по теореме 
о вычетах, получим (7), если вспомнить, что в окрестности точки 
5=0 корень >. (;) разлагается в ряд Пюизе вида

'•,(0 = 2 Ч>0, г^ЛГ.
4 — I • А • * ՛ «

Пусть 1 такое, что функция ®Д;, /)=:՛1 (Е, ') дифферен­

цируема по Е достаточное число раз. Тогда .'для прообраза Фурье 
«”7(-*՜, О функции ®,(Е. ')/(! +£*)’, м^>1. будем яметь

Частное решение «0(х, () задачи А вначале построим, когда 
правые части в (2) и (4) имеют вид I), £*/у(х), /=0, .... л —1.
Следуя (’) это решение ааяишется в форме

‘ л-1
“о(-«. 0=2 ®у(л. о * 

(*) Г- 
о (л)
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где

«,(х) - (1 - -?-) /,(хК о - -֊г) /<Х. <).

Пусть ц/ /И решение уравнения ГГ.и^х, 1)~ип(х. 1}, а и (.г. /) 
решение задачи Л ,в общем случае, тогда их разность ®(х, /) 
*" и|(х« /) —«(.с. /) удовлетворяет уравнению

(9)

и граничным условиям

где

/Л' ®(Х. 0) - V'^Х*.

к>
/ = 0....... л — 1. (10)

1_ д'

/! дх>
, Ь\ — вполне о пре-

Г I
деленные постоя иные числа.

Л с-м м а 2. Однородная задача (9). 10) имеет только нулевое 
решение, а для разрешимости неоднородной задачи необходимо и д/ 
сгаточно выполнение конечного числа условий.

Доказательство. Переходя в (9) и (10) к образам Фурье, 
нетрудно заметить, что /?|®|(«) сосредоточен в нуле, поэтому

Я'(Л-, /• = V с (/)х*. 
/-0

где <) (/) англи • ические по 1 =. функции степенного роста.
Подставив тж(х, /) из (II) в (9) и (|П) н .прираэнивая коэффи­

циенты при одинаковых степенях х, получим <^(0 = 0. 7 > «. Для 
имеем

Р(°, '<П = ^֊<(0, Ч-.. (12)
\ д* /

о;>и_։(п) = л;_1։ / о........<-1. оз)

Из а0 (0| - 0 следует, что оператор /\ (0. - ) имеет порядок. 
՝ • <11 '

меньший п, отсюда утверждение леммы 2 (՝м. лемму 3). Продолжая 
процесс для »(/)....... получим лемму 2.

Таким образом получена
Теорема. Однородная граничная задача А и вест только 

тривиальное решение. Для разрешимости неоднородной задачи \ 
необходимо и достаточно, чтобы функции }(х, /). /о(тК • ՛ Л । (-г> 

удовлетворяли конечно чу числу условий ортогональности
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Теперь рассмотрим случай, когда корни характеристического
•• •

уравнения (3) не принадлежат кв для V* € R- В этом случае мы по­
кажем, что неоднородное уравнение (2) разрешимо для у/. Имеет 
место

Лемма 3. Сравнение

аи
dt

'МП /(О. (Н)

н классе аналитических функций степенного роста имеет единствен­
ное решение для у /.

Лемму 3 нетрудно доказать, интегрируя уравнение (14) стандарт 
гым образом, при этом оказывается, что формула решения зависит от 
положения числа А. Приведем единую формулу решения в образах 
Лаплас;; для ук. Не ограничивая общность, мы можем считать, что

(0) -Оу/\г, г наперед заданное число, вычитая при необхо-

димости из /(х) нолином / (О) 4- //* (0) • —Ч--------/'о։ (0). Пусть F, (р)
г!

и F-i(p) преобразования Лапласа граничных значений / (р) и 
Г(рехр(/а)). Из интегральной теоремы Коши следует

Л\( р) ■=■ exp(fo)F,(exp(f<), аг^р =-----— • (15)

Из (15) вытекает, что А՛, (р) аналитически продолжается в область 

г. < — дополнение к Искомая формула решения уравнении (14) 
имеет вид

«(<) = — [ ехр(;,<> тар^р. (16)
2*1 J р— к

г

где Г. — ломаная с вершиной иа действительной оси на расстоянии 
е>0 от начала координат, параллельная границе Г области =*. Об­

раз Лапласа аналитической функции £ (0 3 / (0 (1 + *’) *• 7 1

удовлетворяет оценке |С? (р) | с(е (1 4֊ \р |) г, р £ я я*. Это поз­

воляет формулу (16) переписать в виде

«(/)-

г

£ \7/ ехр(р /) 

dp1 / \ р

Рассмотрим функцию

£иехр( — 1x1 -+֊ pt)

ря(^р)(1 + е’)*
dl.

*»i. p»i,
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Из оценки |д —/дВ)|>с։е, 1<1 + Ki) 1 вытекает

\РЛ> P)l>cte|4-'(1-+ 1ЧГ. /> 0, р^ Г,

что в свою

Х(1 4|л-|)
очередь приводит к | q (х. р> t) | etc (1 1/| + |/И Г .՛

". Окончательно формула решения уравнения (2) в
случае пр., ой части О;/(х, /) принимает вид

п (л-, /) - / о* \*I1 ~) Q(x,p)dp, 
\ сх /

✓ А
где 0(х, р) обраа Лапласа функции (;---------) 1)\ / (х О

\ дх* '

В случае произвольной правой части в (2) вопрос разреши мости, 
как и выше, сводится к разрешимости уравнения вида

!•(/) = а (/),

которое, в силу леммы 3. имеет единственное решение.
Замечание. Если предположить. что хотя бы один корень 

.характеристического уравнения Р„(С, ).) -0 лс^.ит в области , то 
в этом случае неоднороднее уравнение (2) разрешимо, « однород­
ное уравнение допускает бесконечно много линейно незавн՛ имых ре­
шений. Положение ^.о.кпо исправить, например, следующим образом. 
Пусть 4 — краглость нуля многочлена а0(с). Правую часть в (2) 
предположим из класса Л1,ч с Р<^0, а реи.сине и (х, /) будем искать 
в классе /И*. Тогда можно доказать, чго неоднородное у ранне г. не (2)
всегда имеет решение, а однородное уравнение имеет конечное чп ло 
линейно независимых 

о /. д 
оператора ' I — • 

\ дх

решений. Отметим также, что общий случай
д
di

когда часть корней характеристического

уравнения (3) лежит в и* > О, 

жет быть исследована сведением
а другая часть

к композиции
:ежи 1 все мо-

р.; с и отрен н ы х с л у -
чаев,

В заключение отметим, что аналогичные результаты справет пшы
и для системы вида

. / . 0 \ ди о /. о \ , .
All — | — — Bl i — ) и 1 /.

\ дх ՛ dt V дх /

где А (с), 5(5) — квадратные полиномиальные матрицы с постоян­
ными коэффициентами в предположении, что бе!(М(5) — 5(5)» 0\:-

3. В качестве иллюстрации результата из пункта 1 приведем 
пример. Во введенных классах функций рассмотрим дифференциальное 
уравнение вида
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д- 

дх*
/) = /('), (17)д։

для которого *(В)= принадлежит т* у- 0 Начальное уело- 
I

нне (4) возьмем в виде и(х, 0) =• 0. Начальное условие и уравнение
(17) после применения преобразования Фурье примут нид

-? — и(Е, /) — и (Е, ։) - / 8(Е). «(5, 0) - О»
сП

откуда легко выводится, что а (;, /) — и\0. Гем самим и (с, /) со- 
*** л

средоточен в нуле и потому имеет вид //(с, {) = Vсл (?) 2’։’ (£). От­
ам«о

сюда и (х. Г) = У^с, (0 (/х)‘; подставив это в уравнение (17), легко

получить и (х, 0 = — / (/). Таким образом, для корректности рас­
смотренного примера необходимо и достаточно, чтобы /(П)схО

Ереванский политехнический институт

11. к. иллрзиъ
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‘Г'Ьд՛"# тг Л

иЛ к лГ

г

Пр1лЕ у

д?՜1

ао(О) = о. я.отоуио. £1<0(-)р . о у;е/г. 
;=о

1;Ър^1гЬ(«,{, пр /։(0- > - (5) Г <
1 I

У» Ш ил гЪ'1 /// лГ 4 и! /ли] У»
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