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1. Экстремальная задача. Пусть Л՜ —замкнутый относительно 
слабой сходимости иыпуклый класс функций распределения (ФР) на 
|а, 6]. где —ос < а<^Ь<^ Ц-оо;

их (П, ..., и„(О. (О. /г > 1, - (1)

система непрерывных на [а, д| линейно независимых функций 

“*(0  = («։(0.“*(0).  А=1, л + 1, где С„ — дей-
ствмтельные числа;

ь
(- * Г*  "*  IЛ1*  (/г) => : сл = I ил (1а, —

моментные пространства;
ь

а

Введенные множества обладают свойствами:

.) при любом сл £ /И*  (/=•) множество А (сд) замкнуто в смысле 

слабой сходимости и выпукло; *
6} множество ограничено замкнуто м выпукло в Н .

Чебышевская задача. Для каждого с„(: Мл(Л) найти

ъ .
1 И с" аир I “я+ь^9*

л~ ՝ л -
И» свойств а) и б) следует достижимость в задаче. Именно:

!1Э



Для каждого сп^Мл (Л) в классе Р (еп) существуют ФР, до­

ставляющие в классе Р(сп) канн.чум и максимум функционалу

л

I ип . <Лз.։ /1 + ।
л

(2)

Дей ст в и тел ь но, вы бе ре м такие, что с(/> =

ип Так как (С„. С։ОКЛ^։ ПРИ всех и

л то из-за замкнутости Л1 имеем

£Л1Ч ։(/•). Аналогично (ся, с”)£.Ия , (Р), откуда следует дости­
жимость.

В наших условиях содержится также информация о ФР, достаа- 
ляющих .кстрсмумы функционалу (2). , _

Пример. В классе Л,, всех ФР на [и, £>|, где —«■> <^а < Ь 4- <’«՝. 
имеет место уточнение теоремы Каратеодори— Рисса (см. (՛)), приво­
дящее к утверждению. У/’Я

Для любого сп .МП(РО) в классе ЕДсп) существуют ступен­
чатые ФР с не более ч^м п 1 скачками, доставляющие в классе

РДсп) минимум и максимум функционалу (2).
Это утверждение формируется в терминах 6-крайних точек*.

• Определен!:'*» 6-крайней точки дано в приложении

Пусть Е^Р, /г ՛■> 1 — множество 6-крайних точек класса Р\ О^Р— 
множество выпуклых линейных комбинаций не более чем 6 — 1-край­
них точек Р. \ 'Д

Для класса Рп нетрудно показать:
1) множество одноступенчатых на {а, 6] ФР;
2) при всех А > 1 Е„ Рь = Ьк Ро. _ аЯ

Цель настоящей заметки—доказать теорему I, согласующуюся с 
утверждением для класса Р„.

Теорема I. Для любого сп(: М„(Л) в классе Р (с„) сущест- 
*

вуют ФР из Еп.\Р, доставляющие в классе Р(сп) минимум и мак­
симум функционалу (2). с.,,.- '»

Доказательство объединяет несколько соображений.
I Пусть 1-1 [а. А]—пространство абсолютно интегрируемых на 

|о. 6] непрерывных слева функций с нормой
ь

н
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Пространство £։ 
замкнутый класс ФР /•'

[О] локально-выпукло и содержит любой

(см. 
ства

схмим«т" слабые н по норме £, эквивалентны
# ’ пактног множество локально-выпуклого простран-

2 Отображение

является непрерывным аффинным отображением. Оно переводит ком­
пактное множество А локально-выпуклого пространства н компактное 
множество в пространстве А*՞՜*՜ 1.

„ „а СВОГ.СТ.» 1 из («> Г л₽"

любом А > I. . 1-

3. В силу выпуклости класса /• имеют место включен ;я

(сл, И€<*/И Я_։(Л. (ся, с"К<АИя+։ (Л).

Остается применить следствие 2 приложения.

2. Класс Вг . Теорема 1 допускает максимальное усиление в 
случае

- £я+1 Р. (3)

Следствие 1. Пусть имеет место (3). Тогда для любого 

СпЬ. Мп (Р) в классе Р (с„) существуют ФР из Е՝Р. доставляющие в 

классе Р (сп) минимум и максимум функционалу (2).
Примером замкнутого выпуклого класса ФР, удовлетворяющего 

условию (3), является класс В, ФР на [«, д], —оо<^£<^-|֊оо
Именно, з^Я; тогда и только тогда, когда для всех <т<Т։<г։^6 

з(/։)-з(Г,)<А(Г։-Л), £>(А-л)՜’.

Для описания множества Р\ВС заметим, что ФР из Вс абсолютно 
непрерывны: где Р,— класс плотностей В, тогда и только

тогда, когда 0<р<£ и
‘ . ■ ь

р == ։•
</

Если °£Е,В,. то (.еА,Р։ из-за выпуклости Р, и обратно.

Замечание 1. Представления

I т !<€[<։. *1: НО = И = '■ ՝ (4)

I т пер. но = о; =ь ~а -1- 

для р^/л, где т - мера Лебега в /?,. эквивалентны.



Если р£ Р, к не имеет вида (4), то т {Г £ [а, д]: 0 <р (/)<£) >0. 
11о свойству непрерывности меры для множеств

= 4]: —1՛ л>1.
I п п ]

найдется к такое, что /л(5»)>0. Выберем множества $+ и 5 так, 
чтобы

П = 0, 5+ и — 5*  , т (£+) = т (£֊).

Определим плотности р и р_ на [а. А]; р+ = р_ = р на [а, 
Р± = Р ± А на 5+ ; р± = р + Л на £_ . По построению р4 , р_ £ Р, и 
Р = ֊֊(?+ +Р_). т. е. р^Рд. I

4^

Итак, если р£Рд, но не представимо в виде (4), то р^^Р, .

Лемма 1. Для того, чтобы р^ЕхРь, необходимо и достаточно 
выполнение (4).

Доказательство необходимости содержится в замечании 1.
Пусть р из Рд представимо в виде (4). Для доказательства 

Р^^Рд допустим противное, т, е. найдутся р։, р։£Рд,

/л [а, А): Р1(0 =£р։(/)1>0, (5>

и АС:(0. О такие, что р = Кр։4-(| — Х)р։ почти всюду по мере т. 
Поскольку 0<р,</_, 0 < ра < £, то равенства

Р։(О = ₽։(О = ^ и Р1(0="Р>(0 = 0

■меют место почти всюду на множествах А]: р(/) = £) к
и£[а, 6]: р(/) = 0| соответственно.

Поэтому, согласно (4),
0<т|<6(о. »): ?. (О * Р.Ю| < т {/6 [а, 4): 0<р (<) < £> = О, 

что противоречит (5).
Лемма 2. Для класса В, имеют место равенства (3).

Доказательство. Согласно замечанию 1, о(^Е1В1 означает 
существование множества А с [а, 6) и чисел 0<^р<^</<^Ь таких, что 
/п(Л)>0 и 0</?Ср,(/) при всех

Выберем непересекающиеся множества Д։........Ля+։ такие, что

л +1
А = и А1, т (Л1) = • • • « т (Ап+\).

։» с плотностями Р, следующим

образом. ру = р» на [а. 6]\(Дуи ДН1); р;-р0 + Л на — *

на Ду+1. где /=1, л-М, Л<пйп(р, £ — р) и Дя+5 = А։. Здесь р» 

есть плотяость ФР о,.
Нетрудно проверить, что ру£Р6 при всех / = 1. л 1,

на



Покажем, что Р։..... ряч_, аффинво-независнны. Пусть на (а, Л|

< •■•+.,„=0 „ «,Р. +--. + ал.,;ч.1=0. (6)

На множестве А, (6) переходит „ равенство (. _ , 1)А = 0. откуяа 
следует ։, = •■• = = о.

Далее, легко установить

f'° i I) (Pi ’ ••т-ря+։) на [а. д],

т. е. а. ЕпВс. Следовательно, если ^ЕЛВ, при некотором Я>1, 
то ой( ЕХВ1 . Обратное включение следует из свойства 1 из (■').

Приложение. Пусть Л — локально-выпуклое пространство, ЛТ — 
выпуклое компактное подмножество X, что обеспечивает наличие 
крайних точек в М (см. (*),  с 85).

Определение (см. (')). Точка х • .И называется /(-крайней 
точкой множества М. если не существуют аффннно-незавнсимые 
точки х։........х4+| из Л! и положительные числа X,, ..., Х։+1 такие, что

л։ |--------1~А*-м  = 1. х -/,х։ -г • • • -(- Х* +1 х (7)

Если ЕцМ — множество А-крайних точек М, то £,Л! — множество 
крайних точек М.

Пусть Е : Л' —* У непрерывное линейное отображение локально­
выпуклого пространства Л' на локально выпуклое пространство У; 
М — компактное выпуклое множество в Х\ Л1 = Е(Л1).

Теорема 2. Для любой точки у^Е»ДГ, Л>1. наймется 
точка д £ Е*  М такая, что у = Е (х).

Доказательство. Замкнутое выпуклое подмножество

F“։(y) - |х е М: F (х) - у|

компактного множества Л1 компактно и содержит хотя бы одну край­
нюю точку, т. е. множество Ех Е ։,(у) не пусто.

Покажем
/f։F՜’(у)сЕ>ЛГ

х^Е։Е ‘(У) суще­

ствуют аффинно-независимые точки х։, ... , х>+1 из А! и положитель 
ные числа X........ Хл+1 такие, что имеет место (7). Тогда

Допустим противное. Именно, пусть для точки

F(-S+l). (8)

где, в силу х,.
Так как

F()։x, +•
х (-М точки F(x,).......F (х ) принадлежат М.

то н представлении (8) для у точки F(x։),... 
) из Af аффинно-мвисимы. Следовательно, найдутся не

все равные нулю числа Р 1»
= 0, откуда выводим

= 0 и

119



Г1?А + •• + ₽„., А'.+1) = 0. ₽, + ••• + ₽„, = 0 (9)

Равенства (8) и (9) эквивалентны представлениям; при всех ве­
щественных / ՛ 'ЗЯ

У = Н(Х. Ф։)-Ч + * »■ (\+|֊<\}|)-^1>~0՛ 0°)

где, очевидно. (>.։ ֊ /3։) р • ..-} (к>+| — и) =. 1.

Вообще говоря, гочки (Ц ֊ -г*  • -4- (л>+| - *Р А+։)л>и могут
не принадлежать М. Но для всех тех /, которые удовлетворяют не 
равенствам 0<|/|<^/Р где * ֊*

' = П1’п (Ч........>»♦ ։)> 0 и М тах (| р, •......... | рА., |) > О,

эти точки принадлежат УИ. Действительно, поскольку \ —г? >0 для

1аких I и всех / = I, « 1, то эти точки являются внутренними точ­
ками А'-мерного симплекса с вершинами Л'։,из М Я I

Выберем / из условия 0< В. Тогда точки х' = (Х, — /ор,)х։ |
՛ К'.., - и 4 ••• I (\,,Ч /Зпр.>. ,

принадлежат /И я удовлетворяют (10). у - Р (х') и у = Н(х"), еле- 

ловательно, .г', х"£Р ’(у). Далее: поскольку то

’(У).

Таким образом, мы доказали, что существует х£/:еЛ/ такое, что
Х€Р ‘(у). V

В частности, если У совпадает с /Հ՜Հ то в силу леммы 1 из (3),

ЕЯ+|М' = ЛГ, 

и из теоремы 2 выводится
Следствие 2. Если ¥ = /?’, 

Л1' = Р(£„,,Л1),

ЕпМ' = дМ' 

то 

дМ’С? {Е,,М).

Р регии льни государственный университет

է. Ա. ԴԱՆԻԵ18ԱՆ. Գ. II. Մ11ՎՍԻՍՅԱՆ
аьгКгЧ» I, Г։։ տրե մսւ| խնրյրի մասին բաշխումների ո աո ւց ի կ ղասերի վրա

Ապացուցված Լ, որ բաշխմ ան ֆունկցիան Լրի ուռուցիկ, թույլ ղուդամ ի~ 
տության իւ1 աստով փակ ղասերի վրա Լ!Լբիշևի էրստրեմալ խնդրում, II . > 

տրվա^ րնդ»անրացված մոմենտների ղեպրում Ւբստրեմումնհրր հասանելի են 
դասի (\\-\-1 ^-ծայրակետերի էԼյւաւ Արղյունբր ճշդրտված է Լի^շէ^Ւ պայմանին 
բավ արարող բաշխման ֆունկցիաների դասի համար։
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