
ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ

ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
I НАУК АРМЕНИИ

Том 92 1991 № 3

УДК 515 1

МАТЕМАТИКА

Э А Мирзаханян

Об одном бесконечномерном обобщении классичес сой теоремы 
Брауэра об инвариантности области

{Представлено «ьг-ксрр. АН Армении В С. Закаряном 27/ХН 1990)

В статье приводятся некоторые бесконечномерные обобщения 
(теоремы 1,5) теоремы Борсука о нечетности топологической степей.։ 
нечетного отображения (։) и теоремы Брауэра об инвариантности 
области Р). Эти конечномерные классические теоремы перестают быть 
справедливыми г бесконечномерных пространствах в классе всех 
непрерывных отображений подмножеств этих пространств. Вместе с 
тем оказывается, что справедливы некоторые бесконечномерные ана­
логи упомянутых выше теорем в действительном гильбертовом про­
странстве //, сели рассматривать, однако, лишь отображения, принад- 

! лежащие одному допустимому классу К непрерывных отображений 
подмножеств пространства Н.

Определение и ряд основных свойств класса А' приведены в (՝'•*)•
Определение 1. Пусть О — открытое подмножество гиль­

бертова пространства Ни /՝. О ֊♦ Н — непрерывное отображение. 
Будем говорить, что отображение / в точке л 0 ( С? принадлежит 
классу К, если выполнено следующее условие: дли любого числа 
։^>0 существуют окрестность С/сО точки х0 в Н, конечномерное 
подпространство /,сН и действительнее число > такие, что если 
х, У € и вектор х — у ортогона лен подпространству Ь, то вы­
полнено соотношение

!/(-<) - /(у) ֊ ' (-< ֊ v) | в |х - у I •
Будем говорить, что (.тображение принадлежит

классу К на С>. если в ниже ой точке х0£б принадлежит классу К.
Фигурирующее в приведенном определении действительное число К 

можно выбрать так, чтобы оно определялось только точкой х0 и 
было п игодно для любого числа в^>0. Получающаяся таким обра­
зом дейС1 вительная функция • (х) =а^(х), заданная на О, непрерывна 
и единственна (’), она называется терминальной производной отоб­
ражения (.
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Пусть теперь М — произвольное подмножество пространства Н и 
/: Л1 — Н — непрерывное отображение. Будем говорить, что отобра­
жение / принадлежит классу /(, если существуют открытое в Н под­
множество Gz> 'I и непрерывное отображение g:G - Н такое, что 
g (; К и £(д)֊-у(л) для каждой точки

Отображения, принадлежащие классу Л', обладают рядом удач­
ных свойств. В частности, эти отображения локально (т. е, в окре- 
стио. та каждой точки л0) напоминают по своим свойствам отображе­
ния вида И .4, где / — тождественный оператор Н. Л вполне не­
прерывный оператор, а /-—действительное число, которое, однако, 
зависит от точки д-„.

С помощью распространения идеи Лере и Шаудера на класс X, 
построена |‘) топологическая степень отображений f:G <■ /У, принад­
лежащих некоторому подклассу класса К. А именно; если (7 —от­
крытое подмножество пространства /У, /: (7 —/У — отображение, при­
надлежащее классу Л', а /(G) —такая точка, что прообраз 
А'=•■/“’(/’) компактен и терминальная производная а/(л) отображе­
ния / на Л' отлична от нуля, то определено некоторое целое число 
deg(/, G, b). называемое степенью отображения у в точке Ь.

В дальнейшем отображения, принадлежащие клсссу А, мы бу­
дем называть А'отображениями.

Tei. рем а 1. Пусть G— открытое подмножество гильбертова 
пространства Н, содержащее нулевую точку О и симметричное 
относительно О. Пусть, далее, f :G — Н — нечетное (т. е. 
/(—л) = —/(xj) К-отобрижение, удовлетворяющее следующему 
условию:

с) прообраз х = / ՛ (О) точки О компактен и на нем терми­
нальная произвооная > f{x) отображения f отлична от нуля. Тогда 
определена степень deg (/, G, О) отображения / в точке О, и она 
нечетна.

Теорема 2. Пусть G — открытое подмножество простран­
ства Н, симметричное относительно нулевой точки О и такое, 
что (J~G. Пусть, далее, /: G -> Н — нечетное К-отображенис, об­
ладающее тем свойством, что прообраз х — f՜'(О) непуст, ком­
пактен и терминальная производная > f{x) отображения J навеем 
X отлична от нуля. Тог՜а степень dcg(/, G, О) отображения f 
в точке О четна. %

Теорема 3. Пусть G—открытое подмножество пространства 
Н, симметричное относительно нулевой точки О и такое, что 
О^G.Пусть, далее, J :G -- Н—нечетное К-отображение. Тогда, если 
прообраз X — / '(О) компактен и терминальная производная >•,(*) 
отображения / на X отлична от нуля, то для любого линейного 
подпространства /У<‘> коразмерности 1 пространства /У имеет 
мёсто условие

/(О)п(/УхН‘|։ > 0.
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Теорема 4. Пусть О — открытое подмножество простран­
ства //. сим четричное относительно точки О и такое, что 0^0. 
Пусть, далее, /(з\-+Н — К-отображение, удовлетворяющее сле­
дующий условиям

1) |0|
2) терминальная производная > /{х) отображения / в точке С) 

отлична от нуля՝,
3) для любой точки х-/=0 вект >ры /(х\ и }( -л) направлены 

неодинаково, т е —-1—1— с —_1_ Тогаа степень бс-:(/, (/, О) 

определена и нечетна.
.Лемма Пусть М — подмножество гильбертова пространства 

Н и /; М -► н некоторое К отображение. Пусть, далее, для 
точки Д-1 выполнены следующие условия:

! I) точка л0 является внутренней точкой М относительно /У; 
I 2) отображение / инъективно в некоторой окрестности О 
точки х0 относительно П\
I 3) значение термин льной производной ). <х) отобр женин / 
/ точке х„ отлично от нуля.
I Тогда / (д п) является внутренней точкой / (Л1) относительно /У 
I Из леммы непосредственно следует следующее бесконечномер- 
ное обобщение классической теоремы Брауэра об инвариантности об­
ласти (’).
I Теорема 5. (о /(-инвариантности облзсш) Пусть (3 — откры­
тое подмножество гильбертова пространства Ни /хС — Н ло­
кально инъективное, в частности, инъективное К-отображение, 
обладающее тем свойством, что тео чинальная производная ь.(х) 
отображения ) в каждой точке х^С отлична от нуля. Тогда 
/(С) является открытым подмножеством пространства Н.
| Замечание. В теореме 5 принадлежность отображения / 
к классу К существенна.

В самом деле, пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство 
и {вл} — некоторый ортонормированпый базис пространства Н, а 
Т'.н - Н линейный ограниченный оператор, задаваемый по формуле: 
7 (е„) = в41 1, т. е. для лю5ой точки х == л,ех + д՜,е, +-• - -хяеп + про­
странства Н Т(х) =□ л։е։ + х։еа *֊ • • ՛ Оператор Г не при­
надлежит классу /՝ и гомеоморфно отображает пространство У/ на 
неоткрытое в /Ул.։-, ос подпространство /У’1’ коразмерности 1.

Определение 2. Гомеоморфизм }: А "■ .՛ между по* множе­
ствами А и Г гильбертова пространства Н называется /(-гомео­
морфизмом, если отображение / и о уитное отображение 

являются К-отображениями.
Теорема 6. Пусть /: X У - К-гомео морфизм. Тогда образ 

/(х0) внутренней точки хп множества А является внутренней 
точкой множества У, а образ /(х0) граничной точки ха множес- 
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с те а X является граничной точкой чно ՝• сства У. в частности, 
если А открыто в Н, то и множество V открыто я Н.
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է. И. ՄԻՐՋԱ1ւԱՆ5ԱՆ
Տիրու ւթի ինւ]ար|ւանտության Րրաուէրի ցասական թեորեմի մի

անւ| եր*«ափաեի р նր|նսւ նրացմա ն մասին

Հայտնի էէ որ տոպոյո դիայի մի շարք դասական թեորեմներ դադարում են 
ճիշտ լինելուց անվերզչափանի տարածություններում:

զոդվածում քերված են !*որս ուկին և է* րա ոլէրին պատկանող ա (դւդիսի թեո֊ 
րեմների անվերշչափանի րնդՀ անրա ցումներ H իրական Հիյրերտյան տարա֊ 
ծ ության համար։ 1'երենք այդ րն դհ անրացումներից մեկի ձևակերպում ր.

Թեորեմ ( տիրույթի /\ -֊ ին վ ա րի ան տո ւթ f ան մ ա սին ): ՂիցՈւէ քյ—ն // mlU- 
րածությաե բաց բազմությոib է և [ոկա| ինյեկաիւ|, մսւսնակորապես
ինյԼկաիվ /\-արւաս։i|uunկԼրում, որի A ԼՀ') թերմինալ ածանցյալբ G-ին ս|սւա- 
կանււց |Ո։րա 1ան{-|ւււր _y կեսւում տարբեր է ցրոփց: Այց ցեւցքում /((7) բացմոլ- 
թյունբ fi։uնցիււանում Լ H տարածության բաց բացմություն:
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