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Об аналитическом продолжении и представлении функций, 
принадлежащих смыканиям неполных систем типа Ми.а։ Леффлер..
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I В дани »й сметке приведены формулировки некогорыл р» пл։, 
тэтой об эффективном «налитическом продолжении функций при 
надлежащих замыканиям а А»,.(0. +«), -

(/<•։) ‘ и. (О.
1.-<о ♦

линейных обол »чск неполных систем, порожденных функцией тип.»
Миттаг-Леффлерн

М* и)

(как известно (՛), при любом конечном р> 1 2 и при любом р из 
комплексной плоскости С Ер (г, р) является целой функцией по­
рядка р и типа I. причем £,(г; I) = ехр(г)).

2. Мы будем рассматривать системы вида (3). введенные М М. 
Джрбашяном (-), установившим следующий результат

Теорема (М. М. Джрбашян). Пусть

։/2<«< + ». П/рМ (1») = 2- ֊1<<1. }» = <։ +- + МД2Р). (О

{/д)« сб (л) = |г£С: | агк г I < «;(2Я>. 0<|г|<—*ю). (2)

а з* — кратность появления числа /•» на отрезке Тогда для 
полноты в £՝.(0. -Нао) системы типа Миттаг-Леффлера

ф)л'*-։|Г (3>

необходимо и дос»аточно, чтобы расходился ряд

2(1 + 1-т։ ке 
а- I

(4)
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Отметим, что эта теорема является существенным обобщением из­
вестной теоремы Мюнца—Саса (3), дающей критерии полноты в 
^-2(0.-Ь00) системы экспонент и переходит в него в специальном слу­
чае, когда а = ? -- и = 1, <• = 0 и л/ при / т.

3. Если система экспонент {г >/Х|" (Ре//>0, при / т)

не полна в (0, то она порождает некоторое собственное
подпространство в (0, +<»). Описание этого подпространства в 
случае, когда К* вещественны, дано Шварцем (*) и А. Ф. Леонтье­
вым (*), а свойства этого подпространства в зависимости от последо­
вательности (<*։Г изучены Кусисом (г>) и Лаксом (7).

М. М. Джрбашян (*• 9) выявил полную внутреннюю характери­
стику замыкания в £,(0, -Ь<») линейной оболочки неполной системы

* х * '|“ Более того, если

|arg/*|<—р (0<Р<1),

им были установлены качественно новые результаты об аналитиче- 

ском продолжении в угловую область | arg z | < — (1 — ?) функций, 
2

принадлежащих замыканию в £.2 (0, -Ь*) линейной оболочки системы 

* х* и разложения в ряды по системам обобщенных экспо­
нент продолженных функций.

С. А. Акопян и И. О. Хачатрян (։о) обобщили результат М. М. 
Джрбашяна и дали полную внутреннюю характеристику замыкания в 
Z.?,.(0, -г”©) линейной оболочки неполной системы (3). Кроме того 
при условии Р*}ГСД(Р) и дополнительном условии |/»-1|/

в работе (.’°) ими было установлено, что аппроксими­
руемая функция аналитически продолжается в угловую область А(х) 
(1/х = (1 а)—(1/3)) и продолженная функция в Д(х) разлагается в 
ряд по системе j£P(—/*г; н}։' .

4. Для формулировки основной теоремы данной заметки приведем 
необходимый подготовительный материал.

Нам потребуются две системы функций, введенные в работе 
В. М. Мартиросяна (։>) система рациональных функций (/?*(z)J“ и 
биортогональная с ней на границе <7Д (?) области Д (?) система 
функций |/-*(г)|7. Эти системы определяются следующим образом.

Пусть выполнены условия (1), (2) и пусть ■» = (а + w — I )/2. Тогда 
/?*(£) —это сумма главных частей лорановских разложений функ­

ций* G* (z) Фй |ф (г)) (—г)’, z б Д* (?) = С\Д (?) в окрестностях

В-К’ДУ рае.-чпгриваются главные ветви соответствующих степенных функций. 
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всех ее отличных друг от друга полюсов, расположенных в точках
2 = (/ = ։. 2, ..., Л), где

_ / |ГП р, I * д/ — и 
♦И»)֊}' —!. г1--------(*=1, 2, ...). (5)

г w И* /-։ та — |Ау

(Л = 1,2, ...), <? (г) =-/(-г)'(*Л Д* (?)), (6)

(об истории возникновения системы (5) см. в (”)), а X» (г) — это го­
ломорфная в Д* (р) функция

Х*(г)= <Ы?Тг)| ?'(«)(-*)’•

5. Введем в рассмотрение две новые системы функций {Е^{х)}Х 

н (Хй(х)|". А именно, при условиях (1) и (2) для всех Л(Л=1,2, ...> 
положим

Отметим, что функция £*(л) определена всюду на полуоси 

(О, +«։), а Ы*) —почти всюду на (0, +<»). и отметим некоторые 
свойства этих функций

Лемма 1. Системы |Е*(х)|։" и’ (X* (х)}։* биортогона льны на 

(О, + «):

[ Е.(х)Хж(лМж = Р։ 7 “т’ (Л т а= I. 2. ...)
Л ’ (0,
и

Лемма 2. При всех п (л= 1, 2,...) линейные оболочки систем 

(£а(х)|? и совпадают.
Таким образом, при каждом Л (й=1» 2;...) функция £»(л) яв­

ляется линейной комбинацией функций системы (3).
Опираясь на результаты работы (“), легко доказать, что система 

(£*(^))Г является базисом Рисса замыкания в £,.-(0. +М линейной
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оболочки системы (3). В частности, если ряд (4) расходится, то 
есть базис Рисса пространства Lj .(О, + <v>).

6. Для формулировки главного результата заметки нам нужно 
еше ввести два класса функций. ~ ’*

Пусть <4

1 2<« ч ։. (1 «)+(1 ?) = 2. ֊1 < »<1 (ш * 1 -а).

I arg >4|< к,(2х) (k = |, 2.

—- nn

и пусть
• mints. 1 —•*

(7)

(М

(9)

u = (1 ш

В предположениях (7), (8), (9) обозначим через замы­
кание в /.г (О, 4-ос) линейной оболочки системы (3). Отметим, что
из (9) вытекает сходимость ряда (4). поэтому Л11.Р*} является соб­
ственным подпространством пространства Ц,.(0, Ч-х>).

Обозначим еше через

ных в угловой области Д(т(), — -

класс функций /(г), голоморф- 
! 1 • и представимых там в 
а х

качестве суммы ряда 

‘ € а
I

где —некоторая последовательность комплексных чисел (зави-

сящая от /(г)), удовлетворяющая лишь условии։ V | Ь.1։ < 4֊ се.
_ . •*։
Справедлива следующая теорема.
Теорема. /? условиях (7)—(9) имеем՛.
Г. Каждая функция / (х), принадлежащая классу 

после изменения ее значений на множестве нулевой меры анали­
тически продолжается в угловую область д(г(). 1 г/ = (1 а) — (1/х). 
При этом в каждом угловом секторе

|'о<г< + », о< — <—) \ Ч /
выполняется оценка

1/и>«Л(С r„)|/(։ |г|“՛ ”. ։€$,.<։). 00)
О ՛•

где постоянная .4 ('*, т<։)>0 не зависит от z и /(г).
2Э. Классы |'л! и совпадают. 4



образом разлагается в ряб 
ш 4 •

֊ ]Е**(/)£• (г), Ь ( / ) = у цлг» /а( с)Лх. (II)

абсолхоано н равномерно сходя цийся внутри А(»().
4 /.< ш ь^>о, | гь то существует постоянная
Ъ>>0. *«• зависящая от п, г и /(г) токая, чти

I
<С(4. ч.Н/1, VIщ-"*' -Г ГМ‘ ,12,

1д-« I

1<я< т с, г€5.„(4) (г = |г||.

Таким образом, при ц > 1 отрезки ряОа (II) равномерно ап­
проксимируют функцию /(г) на кажоои угловом секторе Л՜. (Я) 
с касанием поряока г в бесконечности.

Отметим, что и спеии.льном случае, когда ։ = р = и « 1 и ■-= 0. 
утверждения сформулированной теоремы переходят н соответствующие 
рсзулыаты и установлены М М. Джрбашяном в работе (• ’) для 
обобщенных систем экспонент. Но следует заметить, что в \казанном 
случае в работах (* ) вместо (10) и (12) были установлены более 
сильные оценка, обеспечивающие экспоненциальное убывание в беско­
нечности для их правильных частей.

Хвтор благодарен В. М Мартиросяну за полезные обсуждения
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1к • ^13ви ч» из\/г/ чгпигуг^влвЛ !л*и ՝К/>Ы>Р (0. А-СГ) игшршЛтх

[3Г„<Л ( | <^ VI <" ! > !Гр‘п.пшу-1,1.4>1ЬГ1> и-/г^р ф„.՝ь1(Гг^՝и1,Гп^

нг ггМ

фш1{ПЧР1>Ъ фтЪ^д^шЪЬр/,

Р^шЪ 1л Ъhpl|шյшgJ
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