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* Область /7 г метрике переменной отрицательной кривизны называется выпук­
лой, есл" отрезок геодезической, соединяющий любые две точки, принадлежащие 
Л, целиком содержится в Д.

Часть полной метрики, ограниченную геодезической, будем называть полупло­
скостью.

••• Это понятие будет определено ниже.

В работе рассматривается существование в Е некоторых классов 
выпуклых*  некомпактных областей на двумерных многообразиях пере­
менной отрицательной гауссовой кривизны. Рассматриваемые неком­
пактные множества называются бесконечными многоугольниками (БМ). 
На плоскостях Лобачевского (на многообразиях постоянной отрицатель­
ной кривизны) существование таких областей известно. Дадим опре­
деление БМ.

Определение 1. Выпуклое множество. состоящее из пересече­
ния конечного или счетного множества полуплоскостей** , границы 
которых не имеют общих точек, называется бесконечным многоуголь­
ником.

Граница полученного таким образом множества состоит из полных 
геодезических линий, которые назовем сторонами БМ. Две стороны 
называются соседними, если они параллельны (точное понятие парал­
лельности будет определено ниже, кратко—это геодезические линии, 
сходящиеся на абсолюте).

Из множества всех БМ, у каждого из которых любая сторона имеет 
две соседние, выделим два множества, которые будем, как и в работе 
(:), обозначать Л!) и Л12.

Определение 2. Множество ЛТ։ состоит из БМ. для каждого 
из которых можно указать отвечающий ему орицикл***  О в заданной 
метрике такой, что нижняя грань длин ортогональных проекций сторон 
этого многоугольника на указанный орицикл положительна.
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Определение 3. Множество М2 состоит из БМ, для каждого из 
которых точная нижняя грань длин ортогональных проекций сторон 
рассматриваемою многоугольника на данную сторону БМ положи­
тельна. ՝>

Будем рассматривать метрику, заданную посредством линейного 
элемента

= дх՝ + В*  (х, у) ду*.  (1)

• Для простоты рассмотрено существование БМ в метрике (1). Можно доказать 
■существование БМ в полных двумерных метрических пространствах отрицательной 
кривизны. Гари этом отрицательность кривизны метрического пространства определяет­
ся так: для каждого его геодезического треугольника отрезок средней линии меньше 
половины основания (см, (2)). 9 \ /

Г. Буземан (2) определяет луч с началом в точке Р как половину геодезиче­
ской линии, проходящей через точку Р.

Пусть метрика (I) кривизны К(х. у|<0 задана на всей пло­
скости ХОу. иъД

Справедлива следующая теорема.
Основная теорема. В метрике*  (I) существуют БМ. при­

надлежащие классам и /И։. Щ
Дадим описание некоторых понятий, которые необходимы в даль­

нейшем.
Пусть о—заданная геодезическая линия в метрике (1). Фикси­

рованная точка Л։'0£а разбивает а на два луча**  а՝ на՜. Пусть 
/V — произвольная точка луча а+, находящаяся от на расстоя­
нии х. Рассмотрим открытый геодезический круг и<0>,—радиуса 5 с 
центром в точке /V. Граница ш’ ։ этого круга представляет собой 
геодезическую окружность, которая проходит через точку Л'о, орто­
гональную лучу (Г. ,

Определение 4. Объединение о = ишо։, называется ори- 
Л

кругом с центральны и лучом а + (см. (3)). ՛->
Определение 5. Граница 2*  орикруга 2 называется ори­

циклом. ՛
Определение 6. Луч а\ с началом в точке Л'о называется 

параллельным лучом оля луча а1 , проведенным из точки Л^£2, 
■если существует последовательность отрезков МпР($п)՝ где 
р(5я)^а^, М,-֊ Хи, хп — ос, которая сходится к а*..

В работе (3) доказываются свойства, относящиеся к орикругу и 
орициклу. ’-V

Далее будем пользовался работой (4) А. Д. Александрова. В 
упомянутой работе предполагается, что линейный элемент задан в 
замкнутой области, граница которой имеет конечную длину—«пери­
метр области».

158



определение 7. Будем говорить, что в области Д кривизна 
меньше или равна х(>х), если для всякого геодезического тре­
угольника, ле нсащего в Д, отношение его дефекта" а I 3 -|- ~« 
к площади меньше или равно »( х).

В работе (4) приводится следующая лемма
Лемма I Если в треугольнике Т кривизна не превосходит 

х <0, го углы .>га, о г реугольника не больше, чем соотвстс твукнцие углы 
треугольники Th со сторонами той же длины на плоскости Лобачевского 
кризизны к 11 и и хотя бы один угол треугольника Т равен соответ 
i твуюиусму углу треугольника Го. го треугольники Т иТ0 изометричны 
(далее треугольник Го будет называться ^соответствующим*  •* Т)

• А. Д. Александров называет его (см. (4)) сферическим избытком.
•* В работе («) евклидова плоскость считается частным случаем плоскости Ло 

бачевского.
••• Понятие угла понимается обычным образом (см. (2)).

Эта лемма имеет место (см. (5)) и в том случае, когда в треуголь 
нике Г имеется непрерывная гауссова кривизна. В дальнейшем лемме 
I будем рассматривать для случая гауссовой кривизны.

Для доказательства основной теоремы нам необходимы некоторые 
вспомогательные утверждения, которые мы здесь приь дем без доказа 
тельства,

Пусть /։ и I, — две ортогональные геодезические линии в мет­
рике (I) и /, П/։ = Л. Ориентируем прямые /, и 1.։ так, чтобы при 
повороте /։ против часовой стрелки на 90 совпала с 1', где нача­
лом лучей /1 и берется точка Л. Предположим, что геодезиче­
ская т, параллельна 1\ и 7։ П/з -R. Обозначим длину отрезка 
AR — г, угол***  = з(г), где 7, — луч геодезической 7։ с

началом в точке R и такой, что 7+ параллельна /Г- Пусть в 

замкнутой области 1)г - {Б Д/?т։ I с границей дИг — Ц и Л/? и 7, 
кривизна метрики (1) ограничена сверху константой т0, где 'о^О.

Пусть П-, (г) — функция Лобачевского для плоскости, кривизна 
которой равна ~0.

Справедливо утверждение:
Теорема 1. При сформулированных условиях в области И*  

справедливо неравенство

* (*) < H.,(z). (2)

При сформулированных
Теорема 2. Функция 

тонко убывает.
Далее для любых двух

выше условиях справедлива следующая 
я (г), приведенная в теореме 1, моно-

геодезических линий справедлива
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Теорема 3. Для произвольных геодезических Л, и /ц суще­
ствует тикая точка О։£Л։, что луч А։2, проходящий через эту 
точку параллельно И:, составляет с лучом ЛГ неострый угол.

То есть Л։ 0։Л|2 > — •

Теорема 4. Пусть и Л, — произвольные геодезические в 
метрике (1), О, £ Л։ — отвечающая теореме 3 точка, ^—ори­
цикл с центральным лучом АГ, проходящий через точку 0։. Пусть 
точка О. принадлежит .верхней"**  части орицикла 2*.  Тогда, 

если из точки О, и О, проведены лучи /ц2, А.\ и параллельно 
соответственно , А։ и , то О, АГ՝ =

" Часть о и и.кда У, . которая расположена в ту же сторону от Л,, что и /1* , 

назовем .верхней, част ю
•• Будем говорить, что два орицикла касаются в точке Л1, если в этой точке 

-сущ« -вует < лнз-г.иги-'ьспная опорная геодешческая Здесь под опорной геодезиче­
ской понимаете ՛ елгд. юшее опорной геодезической кривой £ называется геодезичес­
кая, содержащая по меньшей мере одну точку кривой £, но не разделяющая никаких 

двух ее точек (см. (3)). 'чт?’

Следствие 1. Пусть 2*  орицикл с центральным лучом I1՜ 
и Г(](2* —р. Пусть точки рх, р2£2*  находятся в одной полу­
плоскости определенными I, длина Оу га РР։ орицикла 2*  меньше 
длины дуги РРг, , <?2* — центральные лучи орицикла, проходя­
щие через Р1 и Р.։ соответственно. Тогда -дс^р-д, ^схрхд*  , где 
/\ с1 , г~1, 2, — отрезки геодезических, проходящих через точки р։ , 

I = 1. 2 и ортогональны Г. • "'
Теорема 5. Пусть ИС, А2, 2*  и 0։ = 2,пл։ определены как 

в теореме 4. Тогда существует (притом единственный) орицикл с 
центральным лучом й:, который касается**  орицикла 2[.

Из этой теоремы вытекает очень важное следствие:
Следствие 2. Для любых геодезических 1ц и А2 существует 

единственная геодезическая /13, которая параллельна выбранным лучам 
на прямых и А2.

Доказательство основной теоремы. Сначала приведем дока­
зательство существования произвольных бесконечных многоугольников 
б метрике (I). . „ . ,

1) Пусть Г — произвольном кривая (геодезическая линия или 
регулярная кривая с ограниченной геодезический кривизной) в мет­
рике (I) Кривая Г разбивает метрику на две ча ти, которые назо­
вем полуплоскостями. Возьмем произвольное разбиение кривой Г с 
помощью точек ;։ £ Г, где / £/, а - множество, вообще говоря, не 
счетное. В каждой точке £ Г пр ведем геодезическую, ортогонпль- 

‘60



ную Г. которую обозначим Л,. Из теории дифференциальных урав­
нений следует, что геодезические А,. т£7 определяются однозначно 
(дифференциальное уравнение геодезических—уравнение вюрого по­
рядка). Геодезические А, и А; , I, /£7 назовем ближайшими, если 
между точками с(, I нет других точек разбиения. Из свойства 
функции о(х, у) следует, чго в указанно ։ полуплоскости, опреде­
ляемой кривой I , не могут быть и параллельные и расходящиеся 
геодезические пары Лг, Аг, где Г, /'^3.

Согласно следствию 2, для ближайших геодезических А/, Л/։
Лс'К вообще говоря, в обеих полуплоскостях кривой Г суще­

ствуют так называемые общие параллельные , /,/(-7,
<։=!, 2, параллельные и Л/ и Л/. Здесь индекс ։ = 1, 2 показывает 
принадлежность прямых верхней или нижней полуплоскостям, по­
рожденным кривой Г соответственно. Множество, граница которого 
состоит из полных геодезических о*;,  где /, /£7, а =1,2, очевидно, 
будет той выпуклой областью, о которой говоритсг в определении 
бесконечных многоугольников.

2) Докажем, что существуют бесконечные многоугольники, при­
надлежащие классам Л4։ и М2.

Пусть множество 7 конечное или счетное и разбиение Г точками 
/£7 такое, что нижняя грань длины дуг ;/ В/ больше нуля. 

Здесь ;/=Л/ П Г, - Ау П Г, а А/ и Л/ ближайшие геодезические. Оче­
видно, 5/ есть проекция геодезической 6*/,  г, /£/, <х-= 1, 2 на 
кривую Г. Построение многоугольников БМ, принадлежащих и классу 
Л!։ и классу Л/։, очевидно.

Из этой теоремы и из понятия БМ, введенного в начале работы, 
следует несколько замечаний.

Замечание 1. Существуют БМ, для которых не каждая сторо­
на имеет соседнюю.

Примерами таких многоугольников могут служить многоугольники, 
содержащие полуплоскости.

Замечание 2. Существуют БМ, любая сторона которых не 
имеет соседнюю.

Замечай не 3 Любой БМ с конечным числом сторон принад­
лежит и классу М1 и классу М2 одновременно.

3 а м е ч анис 4. Множества М\ и М2 различные, т. е. имеются 
БМ^М, и не принадлежащие М2. и наоборот.

Степанакертский филиал
Ереванского политехнического института
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1>. Ծ. (րՈհՍԱՏԵԼՏԱՆ

Անվերդ բազմանկյունների զո |Ությունբ հրկ*ափ  փոփոխական 
կււրությսւն *Ա 1փէրՈ|ժ

բազասական

/Հյօ ա*խաւոաեյ>ր>«  մ 'ւխրրարկեք "եմ Լ փ 99 փ л խ ա կ ս,Ն կորություն

ձտ' - </х’ | /Г(л. у)<Уэ

՞/»*7  "/ ^••/‘^■"4“» ուոացիկ տիրույթների դոյոլթյունր (վկյիդյան եոաչափ 
տարածո։թյոէններո։ մ' քԼ*-ո։մւ  Դիտարկվող տ իրույթներ ր աշխատանքում 
կոչվում են անվերջ բազմանկյուններ։ Անվերջ րաղմանկ յունն երր երկչավ։ 
հաստատուն բացասական կորության րագմ աձևույթն եր ում (Լորա^ևսկոէ 
հարթություններում) միշտ ղոյություն րւնեն։ Հոդվածում քերվում են մի 
շարք օժանդակ թեորեմներ (աոանց ապացույցների), որոնք անհրաժեշտ 
են աշխատանքի հիմնական թեորեմի ապացուցմ ան համար։ Այդ թեորեմր 
որի ապացույցր րերվոէմ ( հողվածում, ձևակերպվում է այսպես.

Հիմնական թեորեմ։ (1) չափում գոյություն ունեն անվԼրբ 
բազմանկյուններ պաականոզ և դասերին:

Նչձեք, որ հոդվածում տրվում է .ձԼ և դասերի սահմանու մներր
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