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Течение тепла в призматическом теле прямоугольного сечения 
движущемся с постоянной скоростью

(Представлено чл.-корр. АН Армении А. Б Нерсесяном 23/Х1 1990)

удет иметь вид

К
д

Рассмотрим плоское нестационарное течение тепла в призмати
ческом теле прямоугольного поперечного сечения, движу лейся с пос
тоянной скоростью, компоненты которой равны сд, Гу, когда внутри 
тела действуют источники тепла, интенсивность которых линейно 

1ВИСНТ от температуры*. Дифференциальное уравнение теплопровод
ности с учетом конвекции

Ьи / д'и
 а I-------- 

[)(--------\ дх'

Од дгде-----= — фТд.-------- |֊гу— обозначает так называемую суостан-
Г)1 д{ дх ду

аномальную, или полную, производную а =-------коэффициент

температуропроводности, ) — коэффициент теплопроводности, с — теп
лоемкость, р — плотность, да (х, у, /) — интенсивность тепловыделения, 
не зависящая от температуры и (х, у, /)• Предположим, чго на границе 
области происходит теплообмен с окружающей средой. Начальное 
условие и условия на границе будут

Щх, у, 0) = Ь (х, у);
дЦ 
дх

= А0|70(у. у. 01;

дЦ 
дх

= МЛ (У» 0֊^(А. У. О|; 

х— Ь

дЦ
<*У

= А, |50(х, О ֊ и(х. 0. О]; 

у—«0

(2>

ди 
ду

= А3|5, (х. /) —Г’(^. /Ц-

* Внутри твердого теле тепло может образовываться в результате пропускания 
«лектрнческого тока, при радяоактввкоы распаде (։) ж. т. п.
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Для нахождения решения применим прзолрповани?! Лапласа. 
,, дипредполагая, что как (/, так и —— имеют порядок роста не выше 

где <7 > а — некоторая постоянная величи <я Для этого, очевидно, 
достаточно, чтобы граничные функции 5 (х, /): Гу (у. /)(/=!, 2> и
ин генсивность 
вию и, вместе 

«ограниченным.
Применяв

тепловыделения Д’(л’> у, /) уд «влетворялн этому уел )-
тем, чтобы начальное распределение / ( г. V) было

преобразование Лапласа к уравнению ПОЛУЧИМ

Здесь

дЧ ՛*
</у։

<11 ՛* п — 1
дч

(3)

У. х, у.

ТО

_ 9, м *
а

а

о

У. / I (11. (4)

Рассмо

где

-V; =

Ре/? - 3 V,
1а

2а

рим далее си тему функций Ь* (У)}:

(5)

(А, А3) И* + (А.֊ аз)(*з + “։)1

о

— 2

I
2

удовлетворяющих уравнению

(6>

и граничным условиям

^(О) +■ Л։’^ (0) = Т|։ Т /мА (СО - о. (7)

причем собственные числа являются корнями трансцендентного 
уравнения

(А,
= й (Л, ֊ ’Д (А,

$8)
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функции Vy). ортогональные и нормированные с весом е֊^ 
составляют. одновременно с функциями cos 1<г у + (А. ֊ а>) sin 7 у’ 
полную в (0. d) систему. Представим функцию 6*(х’у, р) в вид’ 
ряда по т^(у);-

*(*. V. р) 2 /jx. PIW). (9)
♦ ••О

</

3лось р} - \е -•••/’ (л. у. p)il/t(y)dy Умножив обе части 
6

уоавнен’Л! <3» на е ijjy) и проинтегрировав от 0 до d, будем 
иметь

/J ՝• Р) (*• (1» Г 5} + — )/д(х, р) = -«.(л,р), (10)

-֊- ю*(л. у. р) - ~Л(Х՛ У) К(У><О +

i-A,-('))S*(x. /»4 А.,г(Л e--^S;(x. р). (11)

Решая уравнение (10) и удовлетворяя соответствующим гранич
ным условиям, получим

Л (*» р) -
,с------ Л'.д Р cho,.,X 4- (А„ — a,)sh г х 

G р I
ь

Л” ( Р} 1՜ --- --- I <? ’,Х| ® ՛ (•<!. Р Ch *։.р(Ь — х,) 4
6 >р Jг

(Л, Г a,՝ sh 6 р (h Д',)) </х, + (*֊֊*)+

4 (А, 4 jjshi: P{b -*)| Ло Т\(р} +

’Г‘ФД(Л,. р) }>t.pC\\'^,p-

hj • ijh j слелующие обознач.'ния-
4
I I՛ ’" т;(у. p)>;,(y)rfy:

(13)

I- ?»)| ь!> •-

о

./ А 4֊ (Ао * Л,)о*. pCh6*. Pb

Ийке н.) л mi >аДм.бя гея нули

|ч’ т «Л, ij> lA, ♦

(j, г. Легко виде>ь, что уравнение 
a,)[shoA + (ft04֊ A.iichoA =0 (И)

3 2. JO

,)г/х, (12)

r>f п

9
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п 7 '* ( р> -
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не имеет комплексных корней. В самом деле, г.ухть 
уравнения (14). Тогда, очевидно, и бу является корнем 
смотрим интеграл

& 
(62- В»)1

О

8; корень 
1-14). Рас-

(15)

где (х) — бусИбух-г (Ло — а^зЬО'Х. Функция Фу(х) удовлетворяет 
уравнению Ф’—б2фу —О и условиям —|’(О)4-(Ло— ®1) (01 ֊ фу (А)-г
4՜ (Л։ + “1)4»,(Ь) =0. Интегрируя (15) по частям и учитывая уравнение 

ь
и граничные условия для у, (л). получим (£’—бр | гх՝ Ф. < х) с1х - 0,

• г о
откуда имеем 3*— б2, так как иод интегралом стоит по.и- цельная 
функция. Уравнение (14) имеет бесконечное множество простых мни
мых корней б, = /иу, расположенных в границах (’) /-

4֊ —------- 1£— • Кроме того, в случае, если (т։ Л„)(а, ֊ Л,) --------- »
/к 6

уравнение (14) имеет
Ч//, /■՛,!

(а, —/г0) (а, 4՜ Л։) — 82'

простой действительный корень th 66 ֊ 

а при (а։ — Ло) (а։ 4֊ 6, )Ь - ti(, • /т։ — кратный

корень в нуле.
I

Согласно теореме обращения (4) переход от преобразованной 
функции к оригиналу осуществляется посредством обратного преобра
зования

С'(х, у, ։)- е" V /,(*, р} Т1х(у}։1р, (16>

где Полюса — 4֊ р2 4՜ в{ + “2) л-Ь а лодынтсгра 1. । й фу акции
расположены все на отрицательной действительной оси. Рассмотрим в 
плоскости р односвязную область (?,, ограниченную контуром I, не 
проходящим ни через один полюс и составленным из отрезков пря
мых Rep = з (—/?„< Imp </?„), Imp = ±/?п (0<Rep-<e), дуг ок
ружности |р | = Rn , двубережных разрезов вдоль отрицательном оси 
оси и дуг окружностей вокруг полюсов функции /я(л, р) (см. ри
сунок).

Функция /д (х, р) регулярна в замкнутой области Qt, и согласно 
теореме К< ши (ь) интеграл, взятый по контуру /, равен нулю. Со..таено 
лемме Жордана интеграл по дугам окружности |р | = Ra так же, как 
интегралы по отрезкам ВС и В'С, стремится к нулю при неи рани- 
ченном возрастании Rn. Прихенгя теорию вычетов и вослсльзовав- 
шись теоремой Бореля о сьертм г4), для функции U(x, у, h iH'-iy- 
мим выражение »- 'МяВ
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Гнс

• Сели «I,-Л.) ” Р»АУ <>П «>«««‘’«
получаемое при кратном корне уравнения (14).



Здесь введены следующие обозначения

Л!
է

_______ (—0У Н; I |н- ֊ (Հ ֊ »1Г]|Р/ j (А, -Ւ а,)1)_________ 
խյ է (Л, -а,)'] |Հ+ (Ли а,Р]/’+(Л„ յ֊ Л։)[н» 4֊ (Ло—*ւ) (Л, է «ւ)| ՛

О *> > л к ^11 Iт * <*(н; ’-’Г. «; Н;) а; ; (х) = со$ц.х4------------1-sln^x;
и/

// з
; 1-՝) -- с« s ц (5 — д) 4 --------- -  sin :» (ծ — л*и

’ն ч.. ;

Институт математики Академии наук Армении

Հաստատուն արագությամք շարժվող նկյունաձև կտրված f ովՌ. Ա. ՄԻՆԱՍՅԱՆոււլրլա պրիզմատիկ մարմնում քերմության նոսքր
Հոդվածում ղի տ ա րկվոլմ է ո լղղան կյո լն ա ձև կտրվածք ունեցող հ ա ստա • 

տուն արագությամբ շարժվող պրիղմ ատիկ մ արմն ում ջերմության հոսրր, 

երր կոՂ^ՐՒ ^Րա տեղի է ունենում ջերմափոխանակություն շրջապատող 
միջավայրի հետ:
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