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О деформации горизонтально расположенного упругого цилиндра 
конечной длины с одним закрепленным торцом под действием 

собстзенного веса

(Представлено 1/Х1 1990)

Рассматрииается задача об изгибе круглого однородного упругого 
цилиндра конечной длины, когда цилиндр жестко закреплен своим од­
ним торцом, находится в горизонтальном положении и деформируется 
под действием собственного веса.

1. Постановка задачи. Направляем ось Ог по оси цилиндра. На­
чало цилиндрической координатной системы помещаем в центре закреп­
ленного торца и считаем, что сила тяжести действует перпендикулярно 
к оси цилиндра. Тогда граничные условия задачи будут иметь вид

иг (г, 4>, 0) = (г, <р, 0) = иг (г, с, 0) = 0;

<Р, /) = ^(г. ф, /)~ ^(г, ф, /) = 0; (1.1)

«г (Я. <Р, г) = ’) = (Я, ». 2) = 0,

где R и / — радиус и длина цилиндра, и,, о, (5 = г, о, г), ~гг, и 
компоненты перемещения и напряжений.
Уравнения равновесия в перемещениях в цилиндрической системе 

координат при отсутствии осевой симметрии имеют вид

1—2* дг г1 г’ О

4- _!__ 1£4. + 2. ±’_+х^ = 0
1 — 2? г ду г1 д® г2 О

(1.2>

+ 1__
I —2*

д&
дг

Здесь R, 7 компоненты массовых сил, *, С и р — коэффициент 
Пуассонн, модуль сдвига и плотность материала цилиндра, соответ­
ственно,
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, диг иг 1 дигА — —— ----- !_ 4----------- г_ -------•_
дг г г оу дг

, О1 1 (* , I <?’ ,
V1 = ------ ।------- Ч——------------ 1------- —

дг* г дг г* ду* дг*

/? = £СО8?. (2=Я81п«р, 2 — 0,

где £ —ускорение силы тяжести.
Решение уравнений (1.2) берется в виде

(1.3)

(1.4)

иг (г, z, <р) = [ц<!> (г, г) + и'^(г, г)]cos?;

«?(г, г, <?) = |«<0(г, z)+uM(r. г)] sin?; (1.5)

Мг. г, 0 = (иП>(г. г) 4 и™ (г, z)]cos?, 
ri 

где в правой части (1.5) со значком (0) указывается частное решение 
уравнений (1.2)

а*0) = «<°> = Аг*, и'°> =֊ Агг, А =-------——?£• (1.6)' 9 15С Гб I /

Общее решение уравнений (1.2) при отсутствии массовых членов
строится при помощи функций П. Ф. Папковича

«'*> = 91 (Г, z) - ——֊—— — (гт, 4- z?3 + ?о);
4 (1 — ») дг 

V1 * 1՝
= ?! (г, z) 4- ——!------ —(r?։ +z<|>3 + ?о); (1.7)

4(1? —м) г

«’,։) = *?з (г, Z)------—------ — A (r?։ + z^։ 4- ?0),
4(1—») dz

где функции ?,(/■, z) (i — 1,3,0) удовлетворяют уравнениям (1.8)

?2?։ = V??։ = Ч <Ро “ 0, (1.8)

2. Сведение задачи к бесконечным системам линейных алгебраиче­
ских уравнений. Функции <рДг, г), удовлетворяющие уравнениям (1.8), 
при (0<г</? и 0<г</) берутся в виде

4, (г. z) = ДИ) г1 4- V С;1’ /։(ХА r)cos X* z - 
i > I

+ £а։Р»г)(Л(.”5Ь?,2h BO’chp.z),

Vilr, z) = (A^z 4- Ь^С<3’/։(Х*г)81плАг4-
(2.1)

+ V/,(?։r)(A<«sh?t2 +■ tf’>ch₽,z), 
1
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• , • »• <*

Т. (г, z) = (Л'»’ 4 В™ г) г 4 V С“> /, (X, г) cos X, г 4֊
<•* J

(2.1>
+ 2 Л (Р.О (л?’ Sh м 4- S<“'ch р, г),

где Л(х) и /я (х) — функции Бесселя первого рода, соответственно 
от действительного и мнимого аргументов (’).

При удовлетворении граничных условий используются также пред­
ставления следующего вида:

г?, = Д»I г’ 4- V С<<> г1, (Л, Г) соз X» г 4- 
а—1

4֊ Уг (лу»сЬ р, г 4- В^ р, г) 7, (р, г).

’ : а> . (2,2>
. < г®:.= М’^’г-Г /^))гг + (Х*г)соба»г -

: а-1«

4- 2 г (э Ь р, г 4- В? сЬ р, г) 7, (Р, г). 
а-1 - *

которые справедливы на основе уравнений (1.8) и представлений (2.1), 
Если в этих выражениях принимать, что

/* — —— • Л Я) — о, (2.3)

то можно пользоваться разложениями в ряды по функциям Бесселя 
следующих видов ('*):

/(<•)-ав + 2а»4(Р,г)= 2 4. ./.(Р,, И = 2^4(?,<-> <24>
•«^1 А—1

(0<г</?)

и следующими значениями интегралов:

Jr Л (?йг)Л (?Лг)«/г = 
и

О k Ф т

k = m
(s = 0,1,2), (2.5Y

где

2(m =
2

(2.6>

Эти значения можно получить, используя интегралы Ломмсля для 
бесселевых функций.

Используя функции (2.1), (2.2), представляя при помощи выраже­
ний (1.7) перемещения в виде сумм рядов Фурье и Фурье—Дини, 
представляя в таком виде также и напряжения и удовлетворив гранич-
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вым условиям (1.1), ДЛЯ искомых коэффициентов получим следующие 
значения: 1й

д<=» =
2(1 —*)(2 4֊ ։

50*
В* = - = (3 - 4.) й’։'. (2.7)

Д|“' = -

л<« = Д К’ ֊ 4’> + ’։Ь М?' + 

+ В'»(1 -2. + .сЬМ)|
и

В<» = _ Д(1)С(Ь 9 /. Л£> 3 = (3 - 4*)Я£> - Д^,ГП /П 1 ГП п 1 гч * т т

/ М \
в՛.01 ?„ = ։ - 2. - м ст ?„ I) + дт (ст ?„ 1 + -

֊в> [2(1 -четм+МЬ

(2.8)

(2-9)

С1’1 ■».« = — 2(1 - ») С2> - —— <С<" 4- С՛։՛),т ՝ • т / I \ т
(т R

А для определения коэффициентов Л'^, А<®\ С<^ и по­
лучаем бесконечные системы линейных алгебраических уравнений.

После замены этих искомых коэффициентов при помощи следующих 
обозначений другими

/,(/„) = х/?Х<п (£=1,3)

1^$т1 (՝2х^ - х^)

«2.10)

где х является постоянным числом—нормирующим множителем, подле­
жащим определен! ю в дальнейшем, для новых неизвестных величин 
получим бесконечные системы линейных уравнений следующих видов:

ЛЧ/. = ^,0 
т т

(/ = 3)

Х'л> = Л1'?> гЛ ГП
(2.11)

* — I

=■■ -И''1гл т (/ = 5)
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где нведены обозначения

/И<” —2р-^
т * /2„0

I . 2(2֊^/»(М _ 21(М
Л От) /] (1т)

А<‘> 2
Ут X /?’

2/»(М /г(/т)
Iт 1} (,1т) Л (^т)

(2Л2>

ЛГ' = — ---- ^֊г—
" ^т^тС,

Л^Ут
4(1 -*)/,(>«)

2/п * R1 1т Л (^т)

кт 2^ х /?։

3/,((т)

т /| ( ( т *

/"(3) __ 3/«(М
т I \ т)

/И‘2» = - т

£)(2) = —

4 Цб»)
/л, /,(/«>

■ . /_ 1Г-Н до.

3/,(М
! т ! у ( т1

- А(ь՝т -

(2.13)

(₽; г- к2 )г 
т'

к до.

(-1)^
+ (-1Г՝^.

(1 - 2^)Р^
50

(2.14>
2*₽,ЛМ 
^(^ + ?ат)

М" = 7г¥т И" ><' - <1 ~ 2’’ ։1-п । + 
т • т I

(1 -,) (1  г») рг ((, + ч) е+2, ^л.)
5и у

-I№ <*'<-'>• |,?« - <՝ -՝”>! - (2Л5>
-зй’|2(1-՝0Ч + <.֊2՝’)?’Л.
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= л;" >«2’+о-2») +
т ’ т

+ (I >)И -Мр? |(1 + _
50 * |

°а = „., * ,»■ цгч-вч^-и-’>41+ (2>б)
т ՝ < ' ’ т ’

+е|2(> -»)'’. + <>-2») ^п.

гй. = + ։“>«։ -»)Ч - 4111-

Здесь введены также следующие обозначения:

(2-П)

^=(3-Ь)сЬ։₽т/-ь ^Р+(1֊2>)’, ։«=< 1 - 2>)։Ь ?„/-₽. /сЬ ₽„/.

»!? = ։ЬМ<* М + М. т ‘ /п • т 1 гл ’ ^'= (3 - 4») ։ир./сь ?„/֊?,/.

Совокупность систем (2.11) можно записать в виде одной системы

К'„ = V 1֊, . IV', + 5„ (л = 1, 2. ...), 
р- I

(2.18)

•если пользоваться обозначениями

И'т- -1 = X1Г5т = Х*>.
(2.19)

«'зм-т = №՛;

Для системы (2.18), пользуясь значениями (2.12)—(2.16) и приняв 
2* = |6, получаем оценку

V |£/,я|«и/ь_<ч-оо (л— I, 2, ...). (2.20)
р-1

То есть систему (2.18), которая имеет для больших индексов «п> 
стремящиеся к нулю свсбсдные члены, межно рассматривать как квази 
регулярную или квази впелне регулярную систему (3։ *). Такие системы 
можно представить в виде двух систем

= V, 1Г, + ( У + (п= 1, 2,... .V); (2.21)
р * I р* А 4 I /

^л= V !.Рп^рл֊( (л = Л+1, Л^ + 2, ...), (2.22)
р-л+1 ՝р-1 '
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где имеет место условие

ав

(0<е< 1). (2.23)

При численном решении систем (2.21) и (2.22) вначале на основе 
оценки (2,20) определяется число .V, далее решается система (2.22), 
которая является квази регулярной или квази вполне регулярной, и 
неизвестные |1ГЯ) (л = Л + 1, Л/ 4- 2,...) определяются зависящими 
от чисел {Ц^л) (л = 1,2, .../V), затем решается конечная система (2.21).

Институт механики
Академии наук Армении

Հայաստանի ԴԱ թդ^ակից անդամ Р. Լ. Ա9ՐԱՀԱԱ5ԱՆ
Մեկ ամրակցված հիմքով իր կշրւֆ ազդեցության տակ հորիզոնական դիրքում 
գտնվող վերջավոր երկարությամբ առաձգական գլանի դեֆորմացիայի մասին

Աշխատանքում դիտ արկվում է վերջավոր երկարոլթյամբ համասեռ 
առաձգական հ[անի ծռման վերաբերյալ գլանր իր մի
հիմքով ամրա կցված է կոշտ պատին, գտնվում է հորիզոնական դիրքում և 
դեֆորմացիայի է ենթարկվում իր կշռի ազդեցության տակ։

Խնդրի լուծումը կառուցվում է Պ. Ֆ. Պապկովիչի ֆունկցիաների օգ­
նությամբ Լ փնտրվող մեծությոլնն երը ներկայացվում են Ֆոլրյեի և Ֆռլրյե- 
ԴՒնՒՒ շարքերի գումարների տեսքով։

Խնրրի լուծումը բերվում է հանրահաշվական գծային հավասարումների 
անվերջ սիստեմնհրի համախմբի, որբ քվազի չիովին ոեգոլչյար Հւ
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