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Классическая теория континуума налагает сильные ограничения на
пределы, в которых континуальное описание макроскопического пове­
дения может успешно отражать гонкую структуру материала. Нако­
пившиеся факты свидетельствуют о том, что классическая теория 
континуума Навье-Стокса не может точно предсказать поведение неко­
торого класса жидкостей и особенно течений через тонкие капилляры 
и узкие зазоры, так как не содержит механизма для объяснения наблю­
даемых новых физических явлений. Такая потеря точности возможна в 
случаях, когда характерный размер системы сравним с характерной 
материальной длиной вещества, значение которой обусловлено средним 
размером молекул или зерен, содержащихся в среде (՛).

Разработанные в последнее время положения теории структурных
жидкостей могут успешно описывать неньютоновскис поведения реаль­
ных жидкостей*. В этой теории введены два независимых кинематичес­
ких векторных поля, одно из которых представляет поступательные дви­
жения частиц жидкости, а другое—угловые или вращательные двнже- 
ни֊т частиц, характеризующие внутренние степени свободы, соответ­
ствующие им моментные напряжения (’• 2)- Характерным отличием 
теории структурных сред с несимметричным тензором напряжений 
является присутствие масштабных параметров. Эти жидкости реагируют 
на микровращательиые движения и спиновую инерцию, поэтому могут 
воспринимать распределеягные поверхностные и массовые пары сил.

В р: боте применена теория континуума с несимметричным тензо­
ром напряжений к решению задачи плоского движения несжимаемой
жидкости между двумя вращающимися с разными угловыми скоро­
стями коаксиальными цилиндрами. Общие вопросы теории жидкости с 
несимметричным тензором напряжений рассмотрены в работах ( )•

• К настоящему времени опубликовано большее количество работ, посвященных 
зтоЛ гсматнкс, о чем достаточно полно изложено в работе (՛)•
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Общая система уравнений движения вязкой, несжимаемой жидко­
сти с несимметричным тензором напряжений имеет вид (’• *)

V • V = О

(1Г
(2՛։ V 11)• Л

/ — = 2*, (? X ® — 2») 4֊^09 (?•«') • 2^? (?•՛) • 2сд-(Ч'г*. 
с11

Здесь р массовая плотность, р — давление. скалярная константа

с размерностью момента инерции единицы массы, V — вектор ско- 

ростн точки, ш — вектор, характеризующий среднюю угловую ско­
рость вращения частиц, из которых состоит точка континуума, V — 
кинематическая ньютоновская вязкость, »г кинематическая враща­
тельная вязкость, с0, са и с — коэффициенты моментной вязкости, 
</(...)1сИ — полная производная по времени, р — пространственный 

градиент. (?г’)‘ и (?ш) —симметричные части соответствующих диад, 

(7 -и)3 н (Vй)' — антисимметричные диады, /—вектор массовой силы,

с — вектор массового момента.

Рис 1. Поперечное сечение вращающихся коаксиальных цилиндров

Восп >льзуемся цилиндрическими координатами г, <?, г. Рас* мот- 
рим стационарное движение несжимаемой жидкости между концентри- 
ческ1мя цилиндрами (рис. 1). Тогда траектории всех частиц пред­
ставляют собой дуги концентрических окружностей. Действием мас­
совых сил и моментов пренебрегаем.

Пусть внутренний цилиндр имеет радиус и вращается с угловой 
скоростью Ь2ь а внешний имеет радиус /?2 и вращается с угловой 
скоростью П2.
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Мы предполагаем, что жидкость прилипает к стенкам внутреннего 
и внешнего цилиндров при г=Я։ и г = #2, тогда граничные условия для 
поступательной скорости и угловой скорости вращения частиц будут 

при г = /< = о,
(2) 

при г =/?, 'У? - 0 (и> «»,).

Для давления из (’) будем иметь

(3)

Мы видим, 
функцией. Для

что давление при изменении угла <р будет многозначной 
устранения этой многозначности надо положить

С-0. . (I)

Используя граничные условия (2) и равенство (4) из (՛), полу­
чим выражения для скорости -и. и угловой скорости вращения частиц *>

Са = а • < = >

а постоянные интегрирования С*. С*. С’ и С* даются соотношениями
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где /,։('Н) и Л< г>) модифицированные цилиндрические (бесселе- 
вые) функции нулевою и первого порядка первого рода, /<0(Х/-*) и 
Л, (лг‘) — нулевого и первого порядка второго рода.

Решение (5) переходит в классическое при т)г — 0 (’) и (6) дает 
ш = 0.

Обобщенная гипотеза Ньютона—Навье—Стокса для изотропных 
несжимаемых жидкостей с несимметричным тензором напряжений 
имеет вид (*)

откуда касательное напряжение силы вязкости для кругового движения 
представится в виде

V
(12)

Здесь о/; — дельта тензор Кронекера, &т1/ — альтернирующий тензор 
Леви —Чивиты.

Подставляя значения из (5) и ю из (6) с учетом (8) —(10) по­
лучим

>,=--2ч֊^-֊2ч№ С,-^-Л(Лг) + с, кг ֊КЛ*Г) кг (13)

Момент всех сил вязкости,распределенных по какой-либо окружности 
радиуса г относительно оси симметрии, с учетом (13) будет иметь вид

0

= - 4сг, |с, + № [С, /, (1г«) + С.Л-, (*Л*)| Д-1
(14)

Для обсуждения результатов удобнее формулу (14) представить 
в безразмерном виде

(15)
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где Л'/кл — момент сил вязкости в случае классической ньютоновской 
жидкости (4).

На рис. 2 показаны графики зависимости безразмерного момента 
всех сил вязкости, распределенного по окружности г* = 1,01 отно­
сительно оси симметрии, от № при различных значениях параметра X. 
характеризующего взаимосвязь между геометрией и свойствами жидко­
сти (расчеты были выполнены для Д’, = 1.02 и ц։ -5) График 
показывает, что увеличению параметра Л՛2 соответствует возрастание без­
размерного момента всех сил вязкости при всех значениях X, кроме 

2. = оо, относящегося к классическому случаю ньютоновской жидкости, 
так как увеличению X соответствует увеличение ₽2//?։, т. е. увеличению 
зазора между стенками внешнего и внутреннего цилиндров (в расчетах 
изменение X происходит за счет изменения /).

I ис 2. Зав снмостн безразм.рного момента всех сил вязкости ЛЛ
от Ла при различных >.

Таким образом, некласснческие эффекты тем больше, чем меньше
характерный размер системы.
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1)րկու պտտկող Ոամաոանյք գ|Ա|ններ|ւ մի-՝ե հեղուկի հարթ շարժման ո( սիմետրիկ մոդե|ի մասին
Երկու պտտվող համառանցք ւյ/աններ/ւ միքն տհղուկի >ար[^ շարժման 

/"նղրի չուծմսւն համար օղտաղործված ( ոչ սիմետրիկ չարման ւոենդորով
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կառուցվածքային հեղուկի մեխանիկայի մողելրւ II տարված են անաշիտիկ 
արտահա յտութ\ուններ արա ղության, անկյունային արա գութ յան, օղակային 
սերտերի միջև շո շափող շարումների Համար, ինչպես նաև որևէ շա ռավղով 
^ր^անաղծի շփման աժերի պտտմ ան առանցքի նկատմա մր ղումսւրային մո­
մենտի համար: Մ իկրոկաոա րվ ած քի հ աշվ ա ոմ ան ա ղղե ր ու թ յան ր լա սարա}/, 
վտծ է գրաֆիկների վրա: ծ ֊<Խ
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