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Работа представляет возможности распространения полученных ра 
нее результатов автора и других на конечные множества произвольной 
природы. Здесь в основном развиваются два различных подхода к 
установлениям соответственно верхних и нижних оценок для количеств 
подмножеств Ао непустого конечного множества А, отделимых от 
Л\Д0 знаками и нулями некоторой, определенной и вещественнознач 
нои в А. функции (отображения) £ {Р}, где {/•}—заданное множе
ство функций. Оба подхода позволяют получить оценки как для числа 
указанного типа подмножеств А0С^А. имеющие заданную мощность, 
так и для полного их числа.

Первый из этих подходов впервые был замечен в (։) и получил 
дальнейшее развитие в (2՜6). Он, вообще говоря, использует замечен
ные в (:՜5) обобщения теоремы, доказанной Чоу (см. в (7)) относи
тельно пороговых булевых функций (линейно-отделимых подмножеств 
гиперкуба {0, 1'л), г применяется к верхним оценкам Отметим, чг ; 
Чоу и другие пользовались этой теоремой в задачах синтеза пороговых 
логических элементов и схем из них.

Второй развивает известный индуктивный метод Блоха и Мораве- 
ка (’). Яджимы и Ибараки (“), примененного ими к нижней оценке пол 
кого числа пороговых булевых функции. Развитый индуктивный метол 
настоящей работы, в сочетании со следующей из результатов работ 
(•о верхней оценкой, позволяет в некоторых случаях получить 
асимптотику логарифма полного числа {I }-отделимых подмножеств 
Тем самым дается сравнительная оценка эффективности работы мео՛ 
да по случаям его применения.

О других результатах информация содержится в соответствующих 
мессах дальнейшего изложения—они необходимы для полного пред
ставления об известных подходах и сравнения следующих из них 
выводов. Для этого будут нужны следующие два результата. Ниже 

полагается ( = 1 и ПРИ
\ 0 / \ Ь /

121



Теорема Ш л еф л и ('°1. Если т 1 гиперплоскостей прохо
дят через начало координат евклидова пространства А*’+|, <?>0, 

то пространство делится слмзе большее на 2 -V областей.

Утверждение Шлефли з<тем было передокгзако Уа Лидером и 
другими (см. в (”• ”)). I

Теорема Одлыцко (՛*). Если р < п (I —101н'1 /։) и 4 1 век
торы и,........ г՝Г длины п выбраны случайно, то вероятность того,
что натянутое на них линейное подпространство содержит +1 
векторов, отличных от V,. .. , гр, при п — ео составляет

1. В тексте рассматриваются непустые конечные множества А 
и вещественнозначные функции (отображения), определенные в иссле
дуемом конечном множестве.

Рассмотрим системы неравенств

И(х)<0,

|Г(х) <0, 
1Г(х)> 0.

, /г(х)>0,
/Чл)<0,

при Х^А0 
гри х£ Ах Ао :

при х£ Ао
при х£А\А0;

при х£ Ао
при х£А\А0;

при х (- Ап 
при .г £ А\ А

4) | ^(х)<0, при х£ Ао 
>Л(х)>0, прих£А\А0;

6) | Л=*(ж) <0, при х£Ап 
1/-'(х)>0, при х£А\А0.

Пусть А), <?£ 11, 6|. есть множество всех подмножеств
А,, с А, для которых в множестве функций |/г| разрешима система а), 
а ЛГ" ({Л}, А, р) — множество всех таких подмножеств мощности р, 
0 < р < IА1. 7

Пусть АосА и ?%(х) если х £ А(, 
если Л*€А\а0.

Лемма 1. Ао^ Л1՛" (|Е}, А), (5, 6}, тогда и
когда в множестве \Е} разрешима система

только тогда.

А(х) ?Л<х) = (֊1)-1.|Г(х)| .

Г(х)^0
для всех х £ А.

Лемма 2. А„ £ Л1՛’1 ({Е}, А), э({5, 6|, тогда и только тогда, 
когда в множестве \Е} разрешима система

2;л(х»- у см=(-1Г 12|р(х)| 
ж£ЛхАм я^А

Е(Х)^О, при х£А.
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Пусть {£| заданное множество функций.

/сR' ֊ заданное множество и (6'.,|

Лемма 3 Ло £ Л4(” ( 0\} Г, 
когда система

</-1

•4), »£{5,6|, тогда и только тогда.

I ^0 х-Д

имеет решение (а՝, ..., дг)£ Г.

Теорема I. Пусть о((5, 6}. Тогда: 1) лектор «({^}. Л։)=» 
3<2 £։(■*)• • • — Я4Л)) с держит полную информацию о принад- 

х£Ле л(гДв
лежности Ло( .М(”({О\}Г, А) 2) если АЛ, Л2е И<”({6.,}7, Л) и Л։ - дэ. 
мо Й(<£}. Л1)¥=Й(Ш. Л։).

Георема I является обобщением теоремы, доказанной Чоу (см. 
(7)) относительно «пороговых булевых функций. Компоненты соответ
ствующего вектора известны как параметры Чоу для булевой функ
ции.

2. Рассмотрим класс = 1 V 4-^/(я։, ...» линей-

ное замыкание заданного множества функций {/} {/։. I}, 
<7>0.

Лемма 4 Пусть 1 и 0</;<|Л|. Тогда:
ы

1) А,р) Л1</)Г(Ал}. Л,^)-А?(7Г1}. А.р).
<н

2) Л)-ЛГ/>({Г.,}, А)-/М({Л,}։ А).
Пусть т( Л,р)-тах^ Л(*)-|-1»

«С Де 
м.1-р м.1-р

т{/„ Д)-тах т(/(, А, р) и л(/г, Л)—количество различных значений 
0<.р€|Д|

функции /г в А,
Следующие утверждения выводятся на основе теоремы 1—оце

ниванием сверху количеств возможных векторов 0({/}, Ло)
Теорема 2. Если функции ^ = 1.<7| цс юкисленны в Л, то.

։) Л, /э»|8? II т(/о л, X?), О<Р<|Л|;
/-1

2) Л)|^||Л| I)-п т(/1։ Л)-Ь2.
г«1

Теорема 3. Л, р)\<< Г| (' 1 0^/”^|Л|
Г-1\ /
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Подход к установлению последнего неравенства использует (•)
некоторые методы разбиения натурального числа, что позволяет при 
возможности получить улучшения теоремы 3.

Свои варианты теоремы Шлефли, Уайндер и др. использовали 
для установления верхней оценки полного числа пороговых булевых 
функций. Замеченные в (|2) широкие возможности использования
этих утверждений легко получают дальнейшее распространение в ви

де следующего неравенства | Д) ֊ 2 • В отличие

от этого описанный здесь метод позволяет получить верхние оценки 
как для числа {^.«/-отделимых подмножеств, имеющие заданные
мощность и (или) структуру, так и для полного их числа. При кон
кретизации рассмотрений относительно исходного множества А (СR՞), 
класса {/•'.։}, мощности исследуемых подмножеств, этот метод в ря
де случаев приводит к более сильным оценкам, чем оценки, непосред
ственно следующие из теорем 2, 3 и приведенного выше неравенства 
(’-").

позже бы

ла получена также Нечипоруком (14) независимо от теоремы Шлефли.
3. Перейдем к описанию индуктивного метода получения нижних 

оценок для количеств функционально-отделимых подмножеств.
Пусть 0У=/^{|,б}. Д)=иМ<'»({/Ч.Д) и А,р)=

= .М«>({Л}. А,р), 0^/><|Д|.
>6/

.1смма 5. Пусть В-^А. Тогда Д)| = V
СвьЛ1(0((Г).В) 

/. Со, В. А), где т({Т}, /. Со, В, А}—количество подмножеств А^ 
<^А\В таких, что А9 Д).

Пусть Вг<=>Вг-\<= ... ^В^В^А^рЛ, и /. Со. В,, В^)^ 
^т, при любом В,), Л=1,г

Следствие. |.И^’({Г), Д)|>/п} • ... • т, • |М</,({/г}. /?,)|.
Лемма 6. Пусть В^А. 50=т1п{р, |£|} и £о=тах{О, рч-|в|—|Д|}.

Тогда Д,/>)|~ V V /, С„ В, А, р-)). где
)-о с0* М^(\Р\,В, В 

т({Л), /, Сф, В, Д, р—/) —количество подмножеств Дос:Д\ В таких, 
что До _)СоьМ<'»({Л}, А, р).

Скажем, что относительно пары ВС2.А множество функций {Л} 
обладает свойством /(1). если для всякого В) существует
отделяющая его в В (по некоторой системе из /) функция 
принимающая |А| -|5] различных значений в А\В.

Лемма 7. Пусть: 1) {0}^ 0 — заданное множество функций, 
а функция /—двузначна в А и постоянна в каж'дом из множеств 
В(~А) и А В\ 2) класс (а, относи
тельно пары В^А обладает свойством /(1) Тогда:

1) |,м<'’({Н. Д)>(|Д|֊|Я|+1) • !М</»({Г}.
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*= ’о

2) ! р) ) »•* '({Т7}, Л, /)|, где >0 и определены

кик в лемме 6-
Нижеследующее утверждение считается основным для данного 

пункта.
(1усть Вп. Вп । ... Л, :^50. д, //^*1; ч< _ т1г> {р1 |5, |}„

=тах{0, где и р0-р. 0^р<|Д| Пусть так
же {О՝}^0 И {/։......../я)-заданные множества функций и {Л} =

л
-1֊ V л։б4֊^/и’г{0}. (д,. . ,а„, А)е/?^' 

/•I
I еорема 4. Пусть: I) для любого й{1,л} функция двуз

начна в Я-| и пост янна в каждом из множеств В, и В, \\Ва 
2) относительно каждой из пар В1~В1.1, /=Т7л. класс {А՝} обла
дает (войством /П). Тогда:

п

/—&

2) |^>({Л}։ Д,^)|> V V ... V I Я„^я)|.

Пункт I включения теоремы 4 явлаеия обобщением основопо
лагающих утверждений работ (’• ՝•'), рассматривающих случай: |О՝', = 
III |0). при / 1, л, Д = {О, I’’. Несколько отличные от со

ответствующее։» случая пункта 2 утверждения (полученные исходя 
из однородности структур искомых подмножеств» были применены 
в (•*) к оиен ванию снизу величины

М1о"։ |0. 1Г, р ]

Возможности использования теоремы Одлыцко замечены в Г»)
где показано, что при п -> те имеет место неравенство

л’(1— Ю 1п-1л) < 1ок։

Здесь отметим, что числа

и 4, А, Р)

ве зависят от выбора множества А ~ 5, Х։-։Х ^„сгА”,
при I = 1, п, (ь< °).

Сформулированные выше утверждения указывают
пнально новые возможности применения индуктивного

на принцн- 
метода Так,

пусть в условиях теоремы 4 множество {(/} состоит лишь 
, принимающей | 5,| различных значений в В„,

из одной

функции
И1 при I 1, п. Тогда |Л1|')вл>|>Г л/

М1 и по-

и

тому из теоремы 4 и утверждения Шлефли получим
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ЛН>((Л1, Л)| <2՞<’
Аш

I ֊յ

Следовательно, если в рамках упомягутых ус. опий |А|-*пг, н — <х> 
и 1п л = о(1п| А|), то 1п| Л1-'>(?/=*), Я)| — • /* 4֊ 1)1п|А|.

Несколько развивая рассуждения, для максимально юз ожной 
мощности т (.4) — птах | Л4(/| ({А). А)| (отыскиваемой относительно все
возможных цеточек вложений Впс^Вя । • • - В1 с~ Вп — <4, п £
и соответствующих им по условиям примера множеств {О} и |Л|. 
Возможность таких выборов подтверждается в пункте 4 настоящей 
работы) получим т (.4) >е ' ЧЯ

Рассмотрим другой пример. Пусть в условиях теоремы 4 имеем: 
•4 | - 2 ', 21 в/1 = | ! при I — 1, п, |(7| - {0;. Тогда из пункта 1

ее заключения получим |.-И(б(|П, А«)|>2-П(2 4-1), а затем
I -1

из пункта 2 — IА, р) | > 2- V (2* ’ + I), 2 < р < 2 . 
/-!

4. Скажем, что множество функций {А| в 4 обладает свойством 
/(2). . =^=/^Н. 6 , если для всякого Ам£ А) существует
отделяющая его по некоторой системе из / функция Во£ {Л), при
нимающая | .4 различных значений в А.

Теорема 5. Класс (Гл | в А обладает свойством /(2) при лю

бом / с 11, 6 , если и тслъко если не существуют различные эле
менты х, у £ .4 такие, что /. (х) = /։(у) при I = 1, у.

Теорема 6. Пусть՛. I) класс {Л| определен как перед теоре
мой 4; 2) удовлетворяет исходному условию 1 теоремы 4; 
3) для любого :£|1. я| (если п^2) и для любых различных 
х, у^В) 1 В( существует функция / , 1<Ц^п, такая, что 
/, (Л) ¥=(У): 4) для любого Св£ Л!(,) ({Г), Вп) существует отде- 

п
ляющая его по некоторой системе из 1 функция 604- У^0,Л +

принимающая \Вп । | — |В7| различных значений в Тогда
А} удовлетворяет исходному условию 2 теоремы 4.

Вычислительный центр Академии наук Армении 
и Ереванского государственного универстнтета

Р. Ь. ^ՈՐՈՍՅԱՆՎե ւյ п г рш(| մու р յան ֆունկցիոնա|-անք ատե|ի ե ն յ> աբսւցմո։ թյուն ների
I սւ ն ա կ ն Լ ր ի (յ ն ա հ ա ։ո ա կ ա ն ն Ь ր

Աշխատանրչէ հ ե ր կ ա յա ցն ո ւմ է հեղինակի և ուրիշների կողմից նախ֊ 
կիԼում ստացված ա րղյ ո ևն րն ե ր ի զա րգա ցու մ ր և ղրանց հնարավորություննե
րի տարածոէմր կամայական վերշավոր րա զմ ութ յուննե րի վրա։
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Դքւցուբ 4 ֊ե կամայական վերշավոր բազմություն էւ /Լ ր /1 ենթաբազ֊ 
մութ չանը կոչվում է {Ր\֊ան չատհչի Հում, և թե ե /Լ բազմու
թյունն երբ կաբելի ( տարբերել A֊nւմ որոշված և իրական, որևէ, /Հ £ 
ֆունկցիայի (արտապատկերման) նշաններով և զրոներով, որտեղ 1\-բ՜ 
ֆունկցիաների տրված բազմություն էլ Այստեղ հիմնականում զարգացվում 
է նշված տիպի ենթաբազմությունների բանակների' հ ա մ ա պ ա տ ա Ա խ ան ա բ ա ր 
վերին և ներքին գնահատականների ստացման երկու մ ոտեցում ւ Երկու մո
տեցումն Լյ №ոլյ1 են տալիս ստանալ գնահատականներ ինչպես տված հզո
րությունն ունեցող նշված տիպի ենթաբազմությունների բանակի համար, 
այնպես նաև ղրանց յրիվ բանակի համար։

Մոտեցումներից մ եկր աոաջին անգամ նկատվել (') ձ հետագայում 
զարգացվել ( * ‘՚ | է ՝ ե ղին ակի կ ո ղմի ց ։ I Լ յ ն կի րառվ ում Լ վերին գնահա
տականների ստագմանրւ Մյոլսր զարգացնում ( շեմքային բՈլլյան ֆունկ
ցիաների (րիվ քանակի ներքին զն ահ ա տ ա կ ան ի ստացմանր' (Տ *) աշխա
տանքներում կ իրառված հայտնի ինգուկտիվ մեթոգրլ Ներկա աշխատանքում 
ս տ ա ցվ ած արզյունքնե րր հնարավորություն են տաքիս որոշակի և բ ա վ ա կ ա - 
նա չափ ընդհանուր պայմանների դեպքում ստանայ նշված բանակների լո
գարիթմների տսիմ պտոտիկանւ
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