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Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма второго рода
1

У(х)-= j К(х, t)y(t)dt+J(x),

о

(1)

где у,/—вектор-функцнн размерности г (г>1), К — матрица-функция 
(гХ/՜). удовлетворяющая дифференциальному уравнению

лОК(.к,П дК(х.ОА_0 
дх dt

(2)

где А—постоянная матрица.
В работе (•) доказано, что в случае обратимости оператора 7—К 

ядро резольвенты удовлетворяет дифференциальному
уравнению

Д A R (А-։ Л + — t)A = R(x, Q)AR(0, t)-R(x, 1 )AR( I, /). (3) 
dx dt
В работе (2) предложен алгоритм для рекуррентного приближен

ного вычисления решения общего уравнения вида (1). В простейшем 
случае дискретизируя уравнение (I) в А՛ точках (А'^>2, Л-1/А) имеем 
следующий алгоритм точности 0(A) (А-*оо),  (У (х, 0) ֊/(х),
у (х, /V) = y(x), Rix, I. 0) = К(х, Л):

у (х, п + I) — у (х, п) 4֊ АА1 (х. л) У (л« л + 1)՜. Н»

R(x, t, п 4- 1)=/?(х, /, «) + Л,?(х. г, n\R(n, t,nr 1). (5)

(0<« < А — О.
т. е. для определения у(х. « + I) з«ать п> " /?(А՛ л՛ л)՛ 

Подставив t = п 4- I в (о), получим
„+ 1, п+ I) = R(x. п + 1. «) + *«(■«.  Л. «)«(■<. « +1. « + »■ <6’
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Для вычисления Н(х, п 4 1. п) во՝пэльзуемся формул й Тей 
лора и соотношением (3):

/?(х, п 4- 1. /О 3 £(*»  гЛ/?(х, 0, л) А.? (О, п, п) А ’ —

Л/? (л. п, п) А А’ (и п. п А 1 

и- .4 |/? (х ֊ Л, п. п) — R ( V, л, л)| А

х — 1, 2.......Л՛ а для ипреде.к нич /V (О, л 4֊ 1, л| вычисляются
Жо. Л я + 1). Жл-Н, /, л ; I) (/-л + I, л + 2,.... Л’) по формулам, 
полученным из формул (5). (3>.

Построенный таким образом алгоритм экономичен, так как при 
вычислительном эксперименте используется оперативная память лишь 
для восьми трехмерных (г \ НХ ^-массивов (/?(х, л. л), #<х, л+1, 
л 4֊ 1) /? (X, 0. л), /?(х, 0. л 4֊ 1). R (0, I, л), R (0, Л л 4֊ 1),

{, п), R(n-^r 1. /, л 4֊ 1)| и для двух двухмерных г ...V-масси
вом (у(х, л). у(х, л 4֊1)), а сложность алгоритма равна О(Л’։) при 
точности О(.\ ). Заметим, что обычные общие подходы к уравне
нию (I) при дискретизации решения в Л точках требуют значительно 
большего объема оперативной памяти (порядка О(№)) и имеют 
сложность О(№) (.V — ос).

К сожалению, алгоритм этот, вообще говоря, неустойчив. Именно 
лишь в случае А = Е (Е— единичная матрица) получаем сильно устой
чивый алгоритм (3). Если же А=^=Е, то возникает проблема устойчиво
сти вычисления. Ниже мы покажем, как можно подойти к повышению 
устойчивости алгоритма в случае А = (На£{/,<т), т. е. при г = 2 в (I).

Вычислительный эксперимент проведен для ядра:

при разных значениях ///(«, / — 1, 2) в следующих случаях:
а) з = 2՜.  /? = 0, 1, 2, 3;*

б) - — (>,5г, 0.25ц 1 »  |*

») Ч֊-֊Г’ * = 0, I, 2, 3. 4.

г) 3 =-. 2՜*  + Ц- . А = 1. 2, 3, I = 4.
2

11< которые результаты расчетов содержатся в табл. I—5, в кото
рых приведена абсолютная среднеквадратическая ошибка (.V—число 

отрезков равномерного разбиения интервала (0, 11 7^))*  табл.

3—5 >.|] те же. что и в табл. 2. Результаты показывают, что в случае а)
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при к=О, I, 2, С;), в) при к-»О, 1,2 и г) алгоритм явно неустойчив, и 
именно при увеличении .V точность сначала увеличивается, а затеи 
резко падает. Для относительно устойчивого вычисления использована 
схема

R (х /) ֊ R (Л՜ - /?(л — тк. п
<^л гп /1

£(-<, О - /?(Х, 7 - тА)
tii.li

(т= 1, 2, 3, 4).

При т 2 несколько улучшается устойчивость алгоритма, т. с падение 
точности, как пр «пило, происходит при больших Л*  (см. табл. I) Отмс
тим что (см табл. 1) в случае о = 2 значения Л/= 128. 256 не обсчиты
вались при п։=1, так как при Л' = 64 уже произошло переполнение. 
Влияние т на точность результатов более подробно можно проследить 
в диаграммах (рис. 1,2), на которых приведена среднеквадратичная 
ошибка б, а знак б = оо соответствует переполнению при данном V 
Как правило, при т = 3,4 точность результатов не улучшается по сраи 
нению С гп — 2. При приближении о к 1 явно улучшается устойчивость 
алгоритма (табл. 2 4), но в этом случае при 'п ■ 2 точность результатов 

существенно не увеличивается (габл. 4, графа А = 3. А = 4)

* I (,у=;28) *-2^ »28) * 3(У 12 )

ОУЕ <1?. (64) 
1.205-02 
1,24£—02 
1,265-0»

Таблица /

т 2

4
8

16
32 
6»

128
256

4.87£ 03
2.72£—13
4,34£ 01
1,67£4-07 

ОУЕ<?РкО\У

7.01£-03
3.46Е— 0<
1.70£ 03
8. 9£ - С4
4,77£ 04
3,41£ 04
3,35£ -04

*.б8£-| 3 
4,45£ о.
2.22Е- 3 
!.!.'£ 3
6.01£ <»4
3.95£-О4
3.44£--С4

9,4>£ 03
5.28£ 0.
2.7О£ 13 
1.37£ - 03 
7,257—04
4.4Ч£ 01
3.31£- 4

9 2. л։1 -0.5, а։։ = —0,25, —0.25. 0.5

Таблиц 1 2

т к О(.У-256)

1
2
3
4

1,69£ г 05
5 3^ 3
6.29£ 03
Ь.85г; 03

8.2 <£—03 
1.87£ 03 
5,՝/5£-0>
6,5»£ 03

в 2' > ц =05

I о\ 'ЕЙР. (128)

7. 3£—03
7,66 г:'— ОЗ
8.00: 03
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Результаты показывают, что когда К(х.—комплекснозначная 
матрица, устойчивость улучшается по сравнению с чисто действитель
ной матрицей с той же величиной |1—а|.

Таблица 3

т з 0,5/(.V 32) а֊0.2'1 (¥- 16)

1
2
3

1.89Е4-17 
ОУЕКЕЮЧ’

1.47Е4-18

1.1154-11
1,0154-11
2,575 , (3

Таблица 4

т Л--8 (Л'=32) * -1 (¥■= 128 *=-2(Л ’ 128)*  (¥-128)Л 4 (¥ 124)

1
2
3

3,725 СЗ 
7.875-03 
2.535—03

ОУЕИРЬОХГ
4,2)5—02
2,295-03

8,7954-02
3.165-03
4,655—03

2,4)5֊ ֊04

4,355 03
5.575 03

2,455-04
4.655-03
5,805—03

Та блица 5

т
* = 1 * = 2 к « 3

/=1 (¥=128) / = 2 (¥=128) /-1 (,¥=128) /—1 (¥=128) /-1 (/V- 128) /—4(А/ -128> 
1

1 ОУЕВЕкО\У оуЕ;?гкои'’ ОУЕКЕкОХУ 6.95Е •+ 05 ОУЕРЕкОУ/ 1. ОЗЕ—01
2 8.615-03 7.045-03 3.285 -03 5,325—03 3.075-02 4.81Е03
3 8,615-03 7.6э5 —03 6.605 - 03 6.265 — 03 4.93Е-ОЗ 5,895—03

и՛/.

Заметим, что алгоритм (4) — (5) низкой точности О(/։) спецн- 
алыч выбран для выявления эффектов неустойчивости при малых М. 
Алгоритмы большей точности (см. (2)) более пригодны на практике, но 
уже ясно, что можно рекомендовать производные считать с большим 
шагом, например 2/։. При применении алгоритма порядка О(Л2) на 
основе формулы трапеций (см. (2), алгоритм 3) в случае а = 2 и т = 1 
наименьшая среднеквадратичная ошибка б(«5, 1 £—4) получена в 
случае Л' = 4 (при А/ = 64. 6« 1,5 £4-7, а при Л^= 128—переполне
ние), в то время как при т=2 наилучший результат получен при 
/V = 128 (6«5,85 £—4), а при Л=64 ошибка примерно такая же 
(б «5, 9 £—4).
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В отношении применимости этих относительно устойчивых алго
ритмов при повышенных требованиях к точности можно сказать, что 
они хорошо приспособлены в качестве «поставщиков первого прибли
жения для итерационных методов (скажем, при ||К||<1).

Рмс 2. А։։= С,5 ;ո֊0.2ն. -2, о.А:։ 0.5

В заключение отметим, что в уравнении (2) матрица А выбрана 
постоянной (даже диагональной) только ради простоты выкладок. 
Резулы пы дают основание предполагать, что и в случае уравнения 
типа (2) с переменными матрицами (см. (')) будет наблюдаться тот 
же эффект. Соответствующий численный эксперимент проводится.

Алгоритм реализован на ЭВМ ЕС—1033 на языке ПЛ—1.
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ՀսւյԱ1'11ՈԱ1ն|) ԳԱ յ»Ոէ»ակ|.ց աէղամ Լ. Р. ՆհՐԱԻՍՏԱՆ, Շ. Ա. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

Մի դասի ինւոեդրա| հավասարումների արադ յուծման ալգորիթմի 
կայունության բարձրացման մասին

Դիտարկվում ( (2) աոնչոլթյանր րավարարող К կորիզների դեպրռմ 
(1) ինտեգրալ հավասարման թվային լուծման /սնզիրր։ (3) — (5) աոնչու-
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թքունների հիմս/ն վրա ա ոաք արկվ ում է արաղ [սովորական եղանակներից 
ա։1եէի քիչ գործողություններ պահանջող) ալգորիթմ և քննարկվում են նրա 
կ այուն ութ քուն ր լավ ա գն ււղ եղանակներ։ Բերված են թվային արղյուն րնեյո
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