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1. Пусть единичный круг в комплексной плоскости г = х4- 

4֊/у, а Т—единичная окружность. Предположим, что функция а(г) 
определена при г (7? и обладает следующими свойствами: а) аДг), 
®у(-г)бАА(Х) (Аф) — класс Гельдера с показателем /.), для некото
рого фиксированного >>0: 6) взаимно однозначно отображает Ь на 
себя, сохраняя направление на 7'; в) якобиан отображения а(г) отли
чен от нуля всюду на И.

Для произвольного г (0<г< 1) через Гг обозначим замкнутую 
кривую в единичном круге О, определяемую параметрическим соот
ношением г = а(/7), где /֊комплексный параметр, 1^Т. Функцию, 
конформно отображающую единичный круг на внутренность кривой 
Гг, обозначим через шД-г), ю,(0) = 0, шД0)>0. В данной работе иссле
дуются интегральные преобразования с ядрами: 

А(/,г)=-^-
1 «(О-«(«) , 2^0, (I)

(2)^Т,

где я(Г| /)=и’71(а(гО)- Такие интегральные преобразования применя
ются при исследовании граничных задач для эллиптических урав
нений (см. О» (’))• в<*3Де в тексте|| Н/>— норма в пространстве и, а 
II Няьо—норма в пространстве

2. Лемма 1. Существует постоянная С, не зависящая от 
/£? и такая, что |А:(/, г)|<СД( I —|гр)|Г - г|֊։4֊|Г—с|' ։).

Доказательство. Изопределения функции А(/,г) имеем 
А(/, г) = АД/, г) • Ад/, г), где АД/, х)—а (/)(1 —-)-’(/)4֊а(’). АД/, г) = 
ж=(а(<)—а(г))(/— г)՜1. Полагая г = г-, где |"|-1. будем иметь

АД/, 2)-а (/)(/—:НяД/)(-֊Г-)+Ф)֊ЧО+Аг-)--1(՜)-

Так как 

з'(0(<~")

то
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Л1(/,г) = а'(/)('-Г'-)Ч-з(л-)-1(-)+ Р (и)-«'(ОИ«.

Из свойств функции a(z) следхет, что имеют место оценки |а'(«)— 
— '(/)|<с։|и-ф, |«'(/)(t-rt)|<C,(l-H), |«(г-)-а(т)|<С։(1֊И) (G- 
—const, 1=1,2. 3) Поэтому |£։(/, ^)|<const( 1 |z|+|f—2р » ). Учитывая, 
что |Аг։(/, z)|>const • |/—г|. tf-T, завершаем доказательство леммы.

Для любого положим

֊ ( *(Л z)f(t)dt, z^D.
r.i j

Из леммы 1 непосредственно следует
Теорема 1. Пусть Существует постоянная С,

не зависящая от/иг (0<г<1), такая что !'(Г/)(г0)|։<С|/||ж*
3. Лемма 2. Существует постоянная С, не зависящая от г 

(0<г<1). такая, что
Доказательство. Пусть произвольная точка. Обозна

чим 6,(г) угол между касател> ной кривой Г, в точке г и веществен
ной осью. Из параметрического уравнения кривой Г, имеем

er(«(r/)) = arga'(^04 arg/-}֊ у (0<г ' 1, /еТ). (3)

Так как |аг£а'(г*) — аг^а'(01<Гс°п$1(I — г)\ то, учитывая (3), получим 
М«(гО)-9։(а(ОЖсоп51(1-г)\

Учитывая, что |а(г*)—з(О|<Ссоп51(1—Н. можем утверждать, что 
семейство кривых Г, равномерно стремится к единичной окружности 
Т. Поэтому функции и>,(х) равномерно на 1Э стремятся к фукиии г 
при г —1—0 (см. (’)). Следовательно, для заданного ։>0 г0 (г9<1) 
можно выбрать так. чтобы имело место

|«>4։(О)-а(иКе’ ՝ (4)
при г0^г^1. Можно также считать, что если г0^г«^1, и /г/՛, то

|3(r/)-a(/)|<£, |arg։'(rO֊arga'(OI<e« 1М’(''О)-*։(’(О)<։. (5)
Так как и»,(2(О)£Гг, то для некоторого I \ 1 «,(?.(/))—а(г/ ). Из пер
вого неравенства (5) и из (4) следует, что |ДО—>(01^140—,ог(а(О)|+ 
-1֊|в(гГ)—а(Г)|<2в. Учитывая, что |/ -I'[<^А1։|«(0~®(* )1 аля некото
рой постоянной Му, не зависящей от получим |/ — Г'|<2Л4։6. В
силу равенства (3)

— argy(rO|4-|arg/ — argr'|^!arg’'(r/')” ar 7(/ )՛ ul‘։-rg’ (rM —

—arga'(0l + |arg2'(O~ argx'COl-Harg*—аг£* 1<M» (6)
где А4=сопз1. Далее, по теореме Линделефа (см (*)) агйшДа(О)- 
—&,(и>г(а(0)—а^։(0—*/2, где «,(«(0) пред-льное значение функции 
«/(г) при г-»а(0 по некасательным путям. Поэтому, учитывая (6) и 
(о), |агквДа(/))|</И • •+ |Мг*))-а^в(П-- -/-г '<-4 I6.(։(ГГ))֊ М40Ж



Пусть е^>0 выбрано так, чтобы выполнялось соотноше
ние (Л1-|-1)ь<^г/6. Тогда справедливо неравенство

13^,(010/3, ^Т, г0<г^1. (7)
Рассмотрим функцию Л(г) ехр(1п|и>,(г)|+1аг8<(О). Для любого 

р (ООО) имеем

֊г | (Л(рг))'֊ -(/7(0))’. 
2~1 J г

1*1—֊р
Отделяя в последи м равенстве вещественные чести, получим

Эв
1 г— I |ш (ре ' ){’со$(2аг8ш,(ре '))т/6-ре(Л',(0))։.

п

Так как согласно (7) для некоторого р0<1 со>(2агви/(ре/։ )’)> 1/2, если 
?0 Р 1. то

4»
1 С |м;(!>е'։)|М8<21?е(Л(О))՛.

О
Для завершения доказательства леммы следует заметить, что вели
чины /7,(0)=ш’(0) равно՝ ։рно ограничены при 0</О (см. (*)).

4. Пусть ?, г'бГ произвольные точки. Через $(г, г') обозначим 
длину дуги кривой Гмежду точками г, г՛. Если г-з(гП, г' = ։(г/'), 
то из свойств функции ?(г) следует, что т(։(г/), Г|. Поэто
му в силу (3) |5,(2(г/))— Г>г(л(г/ ))) -- С7 — Г|\ где С—постоянная, не за
висящая от г. Тем самым для любых точек г, з'€Г, имеет место 
оценка

|6,(г)-6,(г')|<С,(а(г.а'))։. (8)
где постоянная, не зависящая от г.

Лемма 3. Функции ш'(Г) равномерно ограничены в простран
стве Н(1).

Доказательство. Применяя теорему Линделефа» оценку (8) 
и лемму 2, получим

|агв«,;(О -агвш,(/ )Ке,(шг(О>-в,(ш,(/'))|+|вгб<-аггГ|<

(9)

Поэтому |аг§и/(Н-атди>,(Гу<соп51|/-Г|х/а. Из последней оценки в 
частности след՝ ет, что функции ш/Д/) равномерно ограничены. При
меняя еще раз оценку (9), завершаем доказательство леммы.

Лемма 4. Пусть и<л. Гогда для любого в>0 существует 
г0<П такое что. е 11 г0 I. то |^,(/)— 1|<С6՛ 1ШДО՜՜ 1|я(р><

Доказательство. Из леи мы 3 следует, что функции «>,(/)•
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0<г<1 равномерно ограничены и равномерно непрерывны в D. По
этому можно выбрать равномерно сходящуюся подпоследовательность 
на Т (см. (*)). Учитывая, что в круге D функции шДж) равномерно 
стремятся к 1, получим доказательство первого утверждения леммы. 
Далее, из леммы 3 следует, что |arg<o'(e,l))—argwf(e,,#|)| • |0—

K^const- Поэтому |argw'(e<0)—arg«t'(e/։)| |9—9։|-н<^е при 
|6—6l|<(e/C֊1)(x֊t‘>-‘. Если |fi —6։£>(еК ')(‘ то в силу первого ут
верждения леммы г0<П можно выбрать так, чтобы для любого г, 

имело место
с

|argu/(e'։)|< —(Е . /у

В силу этих неравенств при г0^г^1 будем иметь |агк<»’(еЛ))— 
— агкм/(б’,,’)|<е|9—6։|% для любого 0, 6'£(0, 2п]. Применяя снова пер
вое утверждение, получим доказательство второго утверждения 
леммы.

5. .1 емка 5. Пусть Тогда для любого &}>0 существует 
г0<1, такое, что если г0«£г<1, то Л(г,/, т)—Л(1,/, т)=й(г, т)|х—
—Ф՜1. где й(г,/, г) = 0, ||Л(г, т)||Н(Х_11)<г, по обеим переменным 
I, ^Т.

Доказательство. Так как ш։(г)=ж, то й(1, т) = а'(т)(а(т) — 
—«(0)~(х—О՜1. Поэтому Л(г, Т -)—Л(1, (, т)-Л<б(г, /, х)4֊л<;)(г, Л т), 
где \ *-֊;^Ч!?ИВИИ

А,։>(г, /, т)
(шг(я(гт)) —шл(а(г-)))(я(гт)—a(r/))(t-/)֊։

(Ю)

A(2)(r, t, г) =
(а,(гт)(а(-) —а(/))—а'(~)(а(Г’)—д(г/)))(т—Г)֊« 

(а(гт)-а(гГ))(а(т)-а(Г))(?-/)֊« (П)

Учитывая лемму 4, для заданного е>0 г0<Д можем выбрать так, 
чтобы имели место соотношения (®7։(?))' —14֊О(/)(г), ш~։(г)=ж4 Й,(ж) 
№(,։>(/)|я<н)<Се« ,)||н(1)<е, при г0^г^1. Числитель дроби (10) обо
значим /(П(Г» ')• Ясно, что 7(|>(г, /, 0-0 и

т| П —

о
Функции (а(гт)—а(г/))(т—/)-* равномерно ограничены в пространстве 
Н()), следовательно г0<П можно выбрать так, чтобы имело место 

Т 'с)!!//(м<Л• ПРИ Далее, замечая, что функции
(М«(г-))—шг(а(/7)))(а(гс) —а(г/))(-—/)՜2 ограничены снизу в простран
стве //(/), справедливо представление Л(։)(г, г)—Л<։>(г։/, х)|х—^։,
где Л(|)(г, г,/)=0, ||Л(|)(г,/, т)'|//(л_.л)<^е, при г0^г«с1. Аналогичное ра
венство можно установить и для функции Л<2»(г, I, Дамма доказана.

6. Рассмотрим следующие преобразования:
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ձ- ( հ(ր. г<1, /(т)бД'(П.
շ-է յ 

т
(12)

Теорема 2. Операторы Нг (определенные формулой (12)) об
ладают следующими свойствами: а) существует постоянная С, не 
зависящая от г, такая, что ЦАЛ/||р<С||/||։, где р<(1—А)՜1; б) если 
/(0^ (0՛ то \\Hrf —/Л/||р-»О при г-1—О по норме пространства 
/Л Д<(1-Ч֊։.

Доказательство. Первое утверждение теоремы следует из 
оценки |Л(г, т)|<соп51|т—/|’՜’. Так как

|(Я,/)(0-('Л/)(*)1< [ \Цг, 0-Н(\, 6 <)|(/(х)| |*|. 
• / Г

то доказательство второго утверждения теоремы следует из леммы 5.
Теорема 3. Если /(/)ь/Лн). р</, то \\Hrf—Н/|ни)—0 при 

г-1-0.
Доказательство. Пусть щ<3-— н- Применяя лемму 5. полу

чим

(н,/)«)-(н,/)«)= (Т
Л |Х~И ■1г

причем Л(г, Л £)=0 и Л(г, /, -)—0 по обеим переменным при г— 
— 1-0 по норме Для заданного е>0 ге<1 можно выбрать таи, 
чтобы имели место оценки |А(г,/, ^)[՜—/|*и|<» и |Л(г, х)—Л(г,/։,

/,||Х (см. ( )), лишь только г0^г^1. Далее имеем

1՝Щг. -)| |Д,)!((/,)+

Т

С\^(г, /Р հ)| 

յ Ի֊^Ւ
где С—постоянная, не зависящая от г. Теорема доказана.

Ереваяский политехнический ннстггут 
вы. К. Маркса

Լ 1Г. ՀԱ5ՐԱՊԵՏ5ԱՆ

Пго^ ինտեգրալ ձևափոխությունների սահմանափակության մասին

Դիցուք Օ֊ն միավոր շրջանն է, 7-ն մէավ*ր շրջանագիծը, իսկ օ(*)’£ 
1)-ն իրեն վրա արսւասյսյտկե րող հոմ ե ոմ ո րֆ իգմ էւ Ցանկացած Г-ի համար 
(0<ր<1) Րր Օ նշանակեն;, :աէ(րէ), էէ7, պարամետրական հավասարու
մով որոշվող փակ կորը։ ք, կորով սահմանափակված աիրոլլթը միավոր 
շրջանի վրա արտասքատկերող ֆունկցիան նշանակենք »ք(2), ար(0) = 0
ա,(0)>0: Աշխատանքում հեաաղոտվում է ինտեգրալ ձեափոխութ/ուններ

5?*



г)»
»(0—®(-)

1 
(—г

Н(г, ։, 0= ^Т, чТ,
^пр^Ир^, прш^ч я(г, /) — шг '(а(г/)):
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