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Граничная задача теории течения упругопластических тел явля
ется нелинейной задачей с неизвестной границей раздела упругой и 
пластической зон (' 2). В (’) условия на упругопластической границе 
формулируются в виде условий непрерывности вектора скорости пе
ремещений и полного тензора напряжений Последовавшие юказэ- 
тсльства теоремы единственности для граничной задачи теории тече
ния также включали эти условия как достаточные для единственно
сти (4 5).

Ниже рассматриваются следующие условия на границе раздела 
упругой и пластической зон: задается скачок полного тенора из 
пряжений, вектор скорости перемещений полагается непрерывным 
Приводятся условия, которым должен удовлетворять скачок тензора 
напряжений на упругопластической границе, достаточные для един 
ственности решения граничной задачи теории течения. Доказывает
ся, что задание скачка тензора напряжений на границе раздела яв
ляется также и необходимым условием единственности

Пусть неупрочняющееся упругопластическое тело деформирует
ся под действием приложенных поверхностных сил и заданных по
верхностных перемещений из естественного состояния (область, за
нимаемую телом в этом состоянии обозначим через I , 5 ) . Вве
дем следующие обозначения: х,„֊декартовы координаты пространст
ва, з//—тензор напряжений, в,;—тензор малых деформаций, м, —поле 
перемещений, А —параметр нагружения (А£/ = (А0, А*)), н, (точ
кой обозначается частное дифференцирование по А), ֊ I 3-,пл, 5 
^1/3^, /(а,у)=*-у равнение регулярной по

верхности текучести. Для текущего значения А \ яру ։ ••>։ 0 '՛ 
тическая зона, зона пластического течения и зона разцл<ки опреде 
ляются соответственно равенствами (։):

= /(<»//)<*}’ УрЧ^О'' =

Граничная задача теории неустановившепня тс иния нехпр 
няющихся упругопластическнх тел заключается в иахож.ини»։ л< эле

Лк е,,(г՜ «ЛА*. А) /(х*. А), удовлетворяющих с..едукдш
уравнениям, начальным и граничным хслониям ( ).
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Л(-/)

(20) ։(/Л + (<>/,<Ъ,Д/> (-<*€^, 4/)

лм (20՝)-чьч (Х^ц.иV;, ль/)
</с = £ \1—2>)/з (лч€И, А£/)

б/у=) '2(«/։/ -Но./) Л£/ )

г(л», \) 0 (х>С1Л \£/) 

и,|\-л, = О, ։//|л-\и=0,з /л л, = 0 )

//,»■( / (х4£5г, Л£/), (л'л£$/. Л£/),

(I) 

(2) 

(3) 

(О 

(5) 
(6/ 

(՛) 

(8)
где I,- компоненты единичного вектора внешней нормали к поверх
ности 5; IЛ՝,-заданные функции .г», Л: £/Дл..л.= О, ГД \ «а. ** 0.

Условия на поверхности раздела 2 упругой и пластической зон 
примем в следующем виде:

Ы =0, [□//1 = Д,7. Л/Д/=3 Л£/), (9)

где в общем случае А/^0 (>/—единичный вектор нормали к по
верхности 2. направленный в сторон}' движения 2 при возрастании 
Л). Условия (9) на упругопластической границе оправданы, только 
если они обеспечивают единственность решения граничной задачи 
Н)-(9).

Для доказательства единственности поля напряжений достаточ
но доказать, что для каждого Л сформировавшиеся распределения 
напряжений о/Дл*, Л), деформаций з/Дх*, Л) и перемещений м,(Ха. Л), 
а также произвольное неотрицательное поле ^(х»,Л) однозначно 
определяют приращения с/а/у(_гд. Л) в соответствии с уравнениями 
равновесия Л)).у ֊ 0 (хА,£ V7). уравнениями (2) —(4) и гранич
ными условиями I)(1<з։)~с1р1 если, конечно, существует по
крайней мере одно поле ди^хц, Л), такое, что

^е// = 1'2(</н, г\-(1и,Л с1и1=Ли(

[с/ы.р-О (х*С2)

Для альтернативных распределений приращений напряжений и 
деформаций рассмотрим интеграл (*)

V .Л
Следуя (’), можно показать, что /^>0. если хотя бы в одной точ

ке области V': С другой стороны, инте|рал У приводится
к виду (если только |</«‘|-0. |-0):

■'=-(’ _|<ь;• |',ХГ

Единственность приращений </з,у будет доказана, если потребовать, 
чтобы этот поверхностный интеграл исчезал. Для этого достаточно, 
чтобы на границе раздела выполнялись условия |б/а* |// = сь |бй*'|/у — 
= С/ (л*(У, Л/). < ‘Н
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Таким образом, достаточными для единственности напряжений 
являются следующие условия па неизвестной границе раздела:

1^1 =°> |о//| «= А,,. А,,/., _0, \ дз1/1д\\/} =а, (Ю)
где Л)—заданные функции. Учитывая условия совместности
(®) , последнюю из формул (10) представим в виде

— /76.4,7/6.4 - о (Л'Н-1. \ь/). (II)
где /?(/ |дз/у/^Лм|/.А, С 
в направлении нормали /., 
(")•

скорость распространения границы pi3.ie.ia 
, 6/6.4 —оператор дельта-дифференцирования

Заметим, что хотя равенство С/=0 не является следствием усло
вия |з/ур7=0 или даже более сильного условия [а/у]=.и, при доказа
тельстве теоремы единственности всегда предполагалось (’) что 
Д//=0, С1=0.

Докажем, что задание скачка полного тензора напряжений на 
границе раздела является необходимым условием для выделения 
единственного по напряжениям решения граничной задачи (1) —(8) 
на классе решений с непрерывными в И полями скорости

Рассмотрим упругопластическую задачу об одноосном растяже
нии несжимаемого образца с симметричными боковыми вырезами в 
условиях плоской деформации. Положим 4 = А, где А—величина 
растягивающего усилия, отнесенная к единице площади Предполо
жим, что построены непрерывные распределения напряжений и ско
ростей зж.,(хт, А՝), т/р(лгг, А) (•;. х, р = 1.2). Задача плоского нсуста- 
новившегося течения является гиперболической в пластической юне,
и линии скольжения в некотором месте пересекают дважды упруго- 
пластическую границу (рис. 1), если только для текущего значения 
А՝ задача статически неопределима О- Пусть —характсрис-

Рнс. 1

тика, пересекающая упругопластическую границу в пиках ։ 
///(—характеристика, пересекающая дугу > "1’>111,1 •։а
ской границы под прямым углом. Выделим достаточна
ток А’К упругопластической границы и 
тсристику, пересекающую дугу //А

выпустим из точки R харак- 
иекоторон точке В. Выберем

гладкую дугу А*МА так, чтобы она 
ги R К со стороны упругой зоны и каса 1с.'1ыи՛

лежала в малой окрестности ду- 
к дугам /?А и /?Л1А՜

в точках и К совпадали (рис. 2). 37
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Построим поля з’ (лт,/■'), ■?•*(Л- ,/-) следующим образом. Всюду,

—р*— Аз։п2^>,
исключая ।рмполинейный треугольник ЦМКВ, о» =а։|и

&5ш2?*, з*, А’;оз֊т‘, <՛,' определим как решение задачи 
'\Oiun дли гиперболической системы

р' 2^соз2* * ֊*!֊}- 24’51112^ О

Р*. 2^51 и 2?* <։ - 2Лсоз2? = 0

Г2 —г՛? .4 ■2*0֊։§1п2<? V 
—------ —--------------------------— =с1₽2ф7;’1~т1՜ ;+2М-1с°з2?*?*- К ?

с начальными данными на дуге ВМК(>' вектор единичной нормали 
к этой д\ге): \ К -■

—(р*4-£51п2<р*)/*4 ^с()82^*/^ = 3|,1/‘

£:оз2«*'*—(/>*—£51п2<е*)'.’= 3^’. г>*=

Решение указанной задачи существует и определено всюду в 
криволинейном треугольнике ВМКВ. Очевидно, что а* и г»* непре
рывны при переходе через дуги ЦВ и ВК. Предел текучести в но
вой упругой области нигде не превышается и неравенство необрати
мости в новой пластической зоне удовлетворяется. Напряжении в* 
разрывны при переходе через дугу Х?.И/С Поля зх;1 и различают- 
ся в малой области, ограниченной дугами /?/< и ВМК.

Итак, любая корректная форма граничных условий на поверх
ности раздела упругой и пластической зон должна включать задание 
скачка полного тензора напряжений.
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1,(,ր տեղափոխությունների արագությունների վեկտորը անընդհատ է, (արոէմ 
ների տենզորի թռիչքները շեն կարող րնտրվեշ անկախորեն, Բերվում են պայ
մաններ, որոնց պետք Լ րավարտրեն լարումների տենղորի թռիչքները ա- 
ոաձղապլաստիկական սահմանի վրա, Այղ պայմանները բավարար են հոսու
նության տեսության եզրային խնղրի [ուծման միակտթյունն ապացուցելու 
Հա»/ տրւ

Ապացուցվել (, որ բաժանման եղրադծի վրա րսրումների թոիշրի տա1Ր 
հանդիսանում ( նահ խնղրի լուծման միակության անհրաժեշտ պայմանր.
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