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(Представлено академиком АН Армении С. II Мергсляном 3/V 1940)

I. Пусть функция /=/(z, w) голоморфна в окрестности мно­
жества />Х{0} в С՞ Са. и при каждом фиксированном а из некото­
рого ненлюрилолирного множества Е .D функция /(а, и<) перемен­
ного w продолжается до функции, голоморфной на всей плоскости 
Са. за исключением некоторого множества особенностей 5(a). В за­
висимости от качественных и количественных характеристик мно­
жеств 5(a), а£Е, иногда удается сделать вывод о глобальном голо­
морфном продолжении функции f в DxCu., за исключением мно­
жества особенностей S, обладающего аналогичными свойствами. Хо­
рошо известно несколько важных частных случаев:

1) Если для всех ауЕ множество S'(a) пустое, то / голоморфно 
продолжается в D С., т. е. тогда и 5-пустое множество (этот ре­
зультат принадлежит Сичаку (г) и обобщает известную лемму 
Гартогсл о голоморфном продолжении по одному переменному, ког- 
да предполагается голоморфность функции /(a. w) во всей плоскости 
Сг, но не для всех ztD).

2) Если 5(a) дискретное множество для всех ауЕ, то 5—анали­
тическое множество, возможно, пустое (см. (*•*)).
I В частности,
I 3) если 5(a) состоит из единственной особой точки для всех 
ауЕ, то аналитическое множество 5 = {(г, w) : w • ?(г) = 1) (возможно. 
5=0» если все особенности устранимы), где ®—голоморфная функция 
в области О (см. (*)).

I В случае многомерных сечении известно, что если функция /= 
=/(z, w) голоморфна в области /? <.С?СС"ХСи, т>1, и для всех
ауЕ множество 5(a) ’люри полярно, то 5 —пл ю ри полярное множество, 
возможно, пусгое (см. (')). Отметим также, что в последнем случае, 
если для всех а£Е функция /(а, к ) продолжается в С'՞ до мероморф- 
нон функции, то / мероморфнц продолжается в D \С”' (см (")).

В настоящей работе рассматривается случай, когда £>—Сл, 
5(а)--конечные множества точек и при некоторых дополнительных 
условиях доказывается алгебраичность множества особенностей 5.

Справедлива следующая
Теорема. Пуст л 9 - облает ь в Сп ‘1 - Сл X С и, с одер на ща а 

множество вида {(г, w): |w|<?( I ф |г|) ՝}, гое г>0 и 5^0 некоторые 
константы и Е неп ыоринолярное подмножество С". Пусть Функ­



ция /«/(с, то) голоморфна в £2 н при каждом фиксированном а(1 
функция /(«, и») пере пенного ш голоморфно продолжается , 
Стг\5(а), где 5(и) содержит не более чем т точек.

Тогда либо / продолжается до целой функции в С”’1, либо 
она голоморфно продолжается в область С',+։\5, где 5 - {(с, 
: Рт(г)'и>,н-г ... 4֊Р։(г)а/ = 1}—алгебраическое множество и Рк цНо. 
гочлен степени не выше ь /г, Л * 1, 2, .. /и.

Заметим, что условие на асимптотик)- области £2 в бесконечнос­
ти существенно. Беэ этого условия, т. е. только при £2 :{тг-0}, ут­
верждение об алгебраичности особенностей / неверно (в этом легко 
убедиться на простом примере: ф(г, и. )=\/(т~еТ)).

Следует также обратить внимание, что в условиях теоремы 
речь идет об особенностях функции /(</, то), а^Е, лишь на конечной 
плоскости Са, г. е. допускается особенность также в бесконечно 
удаленной точке. Не нарушая общности, предположим, что хотя бы 
для однс й точки а£Е функция /(</, те») имеет ровно т неустранимых 
конечных особенностей (иначе в утверждении теоремы вместо т 
можно брать число <///, либо / продолжается до целой функции в 
Сл ՛, если все особенности устранимы). При /п=0 получаем ситуа­
цию п. I).

Из принципа непрерывности легко следует следующая теорем։ 
о „заразительности* продолжения голоморфной функции через ана­
литическое множество (геометрический вариант) этой теоремы содер 
жится в книге ( ), с. 179, где вместо функции рассматривается ее 
график). Пусть Д аналитическое множество в области />ССЛ, 67- 
открытое подмножество в 67, пересекающее все неприводимые ком­
поненты множества Я и функция Т голоморфна в ։ 6)\Д)иб7. Тогда 
/ голоморфно продолжается в область 67.

2. Из теоремы 1 (*) (см. также следствие I (’)) легко следует, 
что / голоморфно продолжается в Сл 1 5, где 5 —чисто /«-мерное 
аналитическое множество в С"+1. Не нарушая общности, можно счи­
тать, что £21՜ 5 = 0. Действительно, пусть некоторая неприводимая 
компонента 5 множества 5 пересекается с £2. Тогда из голоморф­
ности / в £2\5' с помощью теоремы о заразительности продолжения 
получим, что / голоморфно продолжается во все точки множества 
5 \5 , где 5 — объединение остальных неприводимых компонент 5 
Следовательно, / голоморфно продолжается в Сл + 1 50, где 50—объ­
единение неприводимых компонент 5, которые не пересекают £2. Та 
кнм образом, в дальнейшем мы будем считать, что 50 = 5, т. е. мно­
жество особенностей / не пересекается с £2. (Если все неприводимые 
компоненты 5 пересекают £2, то / продолжается до целой функции! 
в Сл+։).

В простом частном случае т֊\ (5^0—любое) голоморфная в ՛-՛! 
функция 6՜ при каждом фиксированном а(:Е голоморфно по ю про ? 
должвется на всю комплексную плоскость С., за исключением неко-| 
торой особой точки /(</) (если б п©, то /, очевидно, продолжается! 
до полон функции) Как было отмечено выше, если хотя бы одна изЛ 
этих особенностей неустранима, то <? = 1 > целая функция в Сл и /1
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голоморфно продолжается в С"4’ 5, где 5»{(г, а՛) ։ ® ]}
аналитическое множество. Из й՛ 5=2’ следует, что особенность 
пункции /<Л ш) при фиксированном г^С" лежит пне Й, т. е. |?(г)|> 
Ее(1+Н) *• Таким образом, для всех г(.С" справедливо неравенство

|Дд)|< — (Н 1гР’- По теореме Лиувилля отсюда следует, что ®- 

1֊ Р,—многочлен степени не выше $. Следовательно, / продолжается 
до функции, голоморфной в области С"41՝ 5, где 5={(г, и՛): 
՝:» . Д(г) = 1 {-алгебраическое множество.
I Для доказательства теоремы в общем случае мы будем исполь- 
Вовать критерий Рудина алгебрпичности однородного по размерности 
'алгебраического множества (см. (*). или, например, (*) с. 64) и тео­
рему Ока—Нишино (см. С'10), а также (л)).
^

Как уже отметили, / голоморфно продолжается в Сл+1 5, где
— чисто л-мерное аналитическое множество в Слч1 й. Сделаем 

дробно-линейное преобразование координат ^:(г, и>)—(г, 1 а/) и рас­
смотрим функцию /(г, т^)=/(г, 1/®). Так как / голоморфна вне 5. то 
г голоморфна вне образа 5 при преобразовании 3. Следовательно, 
множество особенностей 5 функции / принадлежит 3(5) Дм՝ — 0). где

Но 5 — псевдовогнугое множество 
жество (Х^)1 Л<и*=г0})Г (г = а{ содержит не 
Поэтому, по теореме Оки Мишино, 5 есть 
во такое, что (5|Дг = я{) {••* = ()’ содержит 
для всех а(-С". С другой стороны,

5՜ й.

и для любого а£Е мпо­
более, чем /лТ 1 точку, 
аналитические множест­
ве более чем т точек

-С1

ледовательно, по критерию Рудина, .5—алгебраическое множество. 
1усть 5, есть объединение компонент 5, отличных от {^-О}. Тогда 
։ собственным образом проецируется на Сл, значит (см. (*)) оно 
сть множество нулей некоторого псевдомногочлена

Р(с,ш) и>л'4-«1(2)и>'п_|-+- ... -'М<),
де «»(?), Л—1,2......т—целые функции в С”. Из того, что 5։ й։,

ж но вывести (см
теоремы

доказательство теоремы Рудина (ч) или подгото- 
Вейерштрасса в ( ), с. II), что |ц*(с)1 < С( I 4-

|г|)*։, т. е. а*(г)—многочлен степени не выше к ■ Л= 1,2, .... т.
ясь к переменным (г, и՛), отсюда получим утверждение

емы.
В качестве простого 

нкция /—/(г, и/), сг-С'՛.
следствия из теоремы отметим, что если

тгц-С, голоморфна в единичном шаре в С'н 1
при каждом фиксированном / из некоторого неллюрнпо.тярного 

множества £сСл функция /(/ ш, ю) голоморфно продолжается в 
С»\5(/.), где 5(/) содержит не более чем т точек, то либо / про­
должается до целой функции, либо она голоморфно продолжается в

1 вне алгебраического множества особенностей 5 а՛)-
:Р/п(г)тет-|- ... +/,,<;)а»» 1}. где ^—многочлен степени не выше к.
“1.2, .... гп.
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Доказательство с помощью преобразования (г, те)-»(г', те ), г' = 
«г/те, те =те сводится к теореме при 5-1, потому что образом 
шара будет област ь [(г', «• ): |а>'|<3 I 4-|г'|։) 1 "}, которая, очевидно, 
содержит множество £2 = {(г՜, те ) : |те'К(1-) |с'|) *}, а функция 
7(г', те')»/’(г те, те) удовлетворяет всем условиям теоремы (ср. след­
ствие 3 (*)).

Автор благодарен Е. М. Чирке за полезное обсуждение.
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'Դտ Ո1 ր [)Л որևէ աիրոլլխ է ՀԼ^֊ում և /հ _ [) րա у մ ու թ րոն ր ршгц/ш-
րև եռալին շէւ հնթադրենք f=f(z, К'). ZfcC". ֆունկցիան հոլոմ որֆ է

որևէ շրջակայքու mJ և կամայական ֆ իքսաժ ս (: E կե տի

համար է£' փոփոխականի w) ֆունկցիան հոլոմորֆ շարունակվու մ է C.W
:արթո։թէուն, բացաո ուխլա մր ե y ակի ու քժլա ննևրի մի որևէ րաղմոլ֊

թլունիցւ Կախված Տ(ճ)-ֆ որակական կամ քանակական բն ու իք ա y ր ի չնե ր ի ց է 
երբեմն Հաջողվում է ապացուցեի որ / ֆունկցիան հոչոմււրֆ շարունակվում 
է D Cw. բացառությամբ եղակիու իժլունների մի Տ բաղմու թլունիg, որր Հա- 
մանման ւականիշներով է ոժւովածւ Ե իժ ե Տ((1)*ն վերջավոր կետերի

բաղմուվժլուն է, ապա լ ր ա ց ո ւ у ի ւ պա լմ անների դեպքում ապացուցվում

է. ՞ր S-e հան րահաչվական րա,/մուխ1ուն է ։
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