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1 МАТЕМАТИКА

С. X. Дарбинян

О гамильтоновых и сильно гамильтоново-связных орграфах

(Представлено академиком АН Армении Р Р Вартановым 12 IV 1990)

В настоящей статье рассматриваются конечные орграфы, без пе­
тель и кратных дуг. Ор-раф называется сильно гамильтоново-связным 
если для любых двух различных вершин х н у существует гамнль- 
тоновый путь из вершины х в вершину у. Через И(С/), Е(О. <Л>, 
где А'^У(О), и о(О) обозначим соответственно множество вершин, 
множество дуг, подорграф, порожденный подмножеством вершин А 
и минимальную степень орграфа б. Будем говорить, что р-верпин 
ный (р>2) орграф О’ удовлетворяет условию А (условию Л1). если 
сумма степеней любых двух несмежных различных вершин х, у£ 
£ У(С7) (х, у£ Г(б) -{г,,}, где г0 некоторая вершина орграфа о) не 
меньше 2р\ 1 (2^—1).

В работе (’) доказано, что для любого к 1 существует 2-связ­
ный р-верш ин ный не сильно гамильтоново-связный орграф а с

В той же работе (’) (см. также (’)) Томассеном были 
выдвинуты следующие гипотезы.

1. Всякий ^-вершинный 3-связный орграф С с I явля
ется сильно гамильтоново-связным.

2. Всякий ^-вершинный 4-связный орграф б, удовлетворяющий 
условию Ы, является сильно гамильтоново-связным

В настоящей статье опровергается первая гипотеза Томассена и 
доказывается, что любой ^-вершинный сильно связный орграф, удов­
летворяющий условию Д1, содержит контур длины не м< и ,ш- р I- 

Для опровержения |ипитезы 1 нам понадобятся лгммы I и 
Лемма I. Любой \р 4֊ I )-вершинный 3-связчый орграф б < г*՛ (/) 

^р + 2 является сильно гамильтоново-связным тогда и только тог­
да, когда любой р-вершинный 2-связный орграф, имеющий р 1 вер­
шин со степенями, не меньшими, чем р, является гамильтоновы и

Приведем лишь схему доказательства леммы 1.
а) Предположим, что любой р-вершннный 2-связный орграф, 

имеющий р—\ вершин со степенями, не меньшими, чем р, является 
гамильтоновым. Пусть О есть (^-|-1)-вершинный 3-связнын ор1раф с 
£(0)^»р-+2 и пусть и, V произвольные различные вершины орграфа 
О. Следуя (•), возьмем орграф Н с множеством вершин

1’(б)-{«. т’}иМ)<

Где х—новая вершина, и с множеством дуг
£(Н) = £« У(б) -{и, ։»}>) !ху/иу^£(б)} и{гх.с :՛(Ь(О’)!



Нетрудно проверить, что орграф Н является 2-связным и имеет 
/>—1 вершин со степенями, не меньшими, чем р. Поэтому, по пред­
положению, /У—гамильтоновый. Значит, в 0 существует гамильтоно­
вы й путь ИЗ и ВТ’.

б) Теперь предположим, что любой ) вершинный 3-связ­
ный орграф М с б(9)5*р4֊2 является сильно гамильтоново-связным. 
Пусть (7 есть ^-вершинный 2-связный орграф, имеющий р— 1 вершин 
со степенями, не меньшими, чем р, и пусть х0— та вершина орграфа 
6, которая имеет минимальную степень. Рассмотрим орграф О' с 
множеством вершин

Г(О')»Г(О)-{х0}и{«, Т>}.

। де и и V новые вершины, и с множеством дуг

С') = £(< Г(О)-{х0}»и{/и\ он}□ {хи, ох/х£ ЦО)-{а0)}.) 

и{«х/х0х^(О)}и{уг-/у^£՝(О)}.

О' является (рф 1 )-вершннным 3-связным орграфом и 6(0')> 
р । 2. Следовательно, по предположению, О' содержит гамильтоно- 

вый путь из и в г. Значит, 0 — гамнльтоновый.
Лемма 2. 77л« любого р(рт՝8) существует р-вершинный 

2-связный негамильтоновый орграф, и меющий р—1 вершин со сте­
пенями, не .меныии.ми, чем р.

Для доказательства леммы 2 рассматривается р-вершинный 
(р^ 8) орграф О с множеством вершин

- {-*4» -^1, -Т։, . . у1։ у։. Уз)
и с множеством дуг

£(О) = {у,у?/т =£/} □ {х։х,4 ։/1 <I$ р—5} и {У<л//1^^3,

1«5/«£р-6}и{хр «у/, хр_ву//1^'<3}и{х/Лр 5/
Р*~՝Р {-*0-*։» 5, ~^Г 5^0’^Р—<А0. Хр—С^р— |Д

и {Х.хр 1 </ <7^р - 4}

Орграф О удовлетворяет условиям леммы 1 и является негамильто­
новым.

С помощью лемм 1 и 2 доказывается
Теорема I. Для любого р (р 9) существует р-вершинный 

3-связный не сильно га мил՝тоново-связный орграф О с 6(0) р-|֊ 1.
Аналогично лемме 1 доказывается
Лемма 3. Любой (р-\֊\)-вершинный 4-связный орграф, удов­

летворяющий условию Л, является сильно гамильтоново-связным 
тогда и только тогда, когда любой р-вершинный 3-связный ор­
граф. удовлетворяющий условию М, являет я гамильтоновы м.

Теперь изучим свойства контуров максимальных длин в сильно 
связных орграфах при условии 51. Для згой пели нам понадобится 
следующая 
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Лемма 4 (*). Пусть р-вершинный орграф (л содержит кон- 
тУР С* (путь Р Х)Х2 ... а\), где /г^»2. Если для некоторой вер­
шины х£ 1/(6) — |/(СА) (х(-У(0) У(Р)) имеет место д(х, ЦС*))> 

4֊ I (</(х. I (/-•() т() (} содерж ит С»+։ (путь С) из верши.
4



НЫ в вершину хл) такой, что ИС» ։) «֊ 1/(С*)Н{х} {к(р)- 
= ЦР)и(л}1 т- е- путь Р важно удлинить с помощью вершины 
л).

В дальнейшем нам понадобятся следующие обозначения:

Е(В-О) ~{ху£Е(С)1х£В. у£О}. Е(В, Е>) = Е(В-П)

и^(П֊.Я); <Цх. В)-\Е({х}.В)\. </(х)-|£({л}, У(<7))|,

где В, 0^1(0) и х(1/(6).
Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть О есть р-вершинный (р 2) сильно сея • 

ный орграф, удовлетворяющий условию Л1. Тогда О гамильтоно- 
вый или содержит контур длины р—\.

Приведем лишь схему доказательства теоремы 2. Предположим, 
что теорема не верна. Пусть Ст - х^* ... хтх1 — конту р максимальной 
длины в О (всюду индексы вершин контура Ст берутся по тоб(л։)) 
Тогда р — т^»2, р'^5 и справедливы следующие утверждения:

Утверждение I. По крайней мере две вершины контура 
С„։ смежны с вершинами из множества А—{г0}, где Д-1(б)— 
-К(Сда).

Утверждение 2. Если подорграф <Д> не односторонне 
связный, то г£А и подорграф <^Д— {г0}> односторонне связный.

Пусть 0։, 6г, б։ бикомпоненты <Л> (<.4—{с0}>). если 
является односторонне связным (если не является одно­

сторонне связным), которые пронумерованы таким образом, что

Л'( 1/(СННС + |))^0. К
Далее с помощью утверждений 1 и 2 получаем, что

£(К(Ст)-ИС1))^0, £(1'(ОД->1/(Сж))-0 

и существуют такие вершины ха, х»^ I (Ст), хо=# х„, 
£|/(0։), что хаи. г'Х^Е(С) и

(1)
«€ИС»), г-С

и V(G։)^ = ff(J
< ։ / \»-։

I (С<) ‘В ] = 0, (2)

ГДе й = {Хо+),Хв+}, ..„ Х,_|}. УДЛИНИМ ПуТЬ Хг,Хд+|...Х„ с помощью 
вершин из множеста В, насколько это возможно. С помощью (2) и 
леммы 4 получаем, что существуют такие вершины у։, у։......уа^В,

что для любых вершин у, и г£1’(6( . 1 < (< I (вершины 
у< и г несмежны между собой) имеют место

е/(г, .4)^

(1{ун \,\С„,))^гп гд-\.

р-/и—11/((7/)|, если <.4> односторонне связный, 
р—/л-1-|1/((Л)| </(у.. г0), в противном случае

р т+|У((7,)| 2. если <М> односторонне связный.
Р /л-р| Г((Л)|4 </(г. г01—3. в противном случае.

(3)

(4)

(5)

(6)

(1(у։, А) <

Отсюда и из максимальности контура
является односторонне связным.

С,п получаем, что подорграф 
Из неравенств (3)—(6) имеем
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т/(г)<2/;֊2. (7)

Предположим, что Тогда из (7) следует, что 7=1, {г0} = 
«= Г(6։) и 5 > 2. Если Е(В-* Г(б.,)) = 0, то из (2) имеем, что Е(В, 
1 (<Л))=0. Отсюда, аналогично (7), получаем т/(у() 3֊£/(х)^2/7—2, 
где л£\'(б,), а это, так как 5^2 и {г0} - является противоре­
чием. Гели же Е(В—, то из (1) и (2) следует существова­
ние таких вершин хг, Г(С,л), л*,*х,,. «։£ 1/(0,), |и|£|/((л)1 что хгиг 
т\х^Е((3) и

Е(Е)—А) £(1’(б,)-£))-;},

где И-[Хг и .с, 2, Отсюда, аналогично (7), получаем, что
для некоторых вершин х,^О и хе\’(77,) имеет мегто б/(х,)^ д(х) < 
^2р—2, а это, так как г0(-{д(, х}, является противоречием.

Теперь предположим, что г06Д. Тогда из (7) вытекает, что у,«= 
-֊ с0. Значит <7—1, т. е. существует путь из х> в ха с множеством 
вершин I (С„,)֊ {г0}. Этот путь и вершина и составляют контур дли­
ны т. не содержащий вершину г0. Итак, мы пришли к одному из 
выше рассмотренных случаев. ’ ’ ' /,?*

Следствие. Пусть Сг есть р-вершинный (р 2) сильно связ­
ный орграф. Если степени р— 1 вершин орграфа О не меньше, чем 
р — 1, то (1 является гамильтоновым или содержит контур дли­
ны р—\.
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II. Ьъ ԴԱՐՈԻՆՅԱՆ

Համի|տոնյան հ ուժեղ համխաոնյա ն կապա 
գրաֆների մասին

կ(]ւ|աձ կողմնи гп »ւ|ած

Ւոմասենր աշխատանք (^)-ում ենթաղրում է, որ ցանկացած 
ղտքհււնի մ - կ ա պա կ ց վ ա ծ կ ո ղմն ո ր ո շ վ ա ծ ղրաֆ, որի մ ին իմ աք աստիճանր փոքր 

չէ բՅ֊/-/»<7. Հ ա նւՒ սանում է ուժեղ համիրոոնյան կապակցված։
եերկա աշխատանքում հերքվում Լ տ]Դ են քէ ա ղ ր ու թ յ ո։ն ր ե աւղացուց֊ 

վու մ է1
1Ւ I» ււ ր Լ մ. Ցանկացած ամբողջ թւ|ի համար ղււ |ւ։ ։ թյո 11'յ ունի

թ-ղաղա թանի Յ-կսււղակ <|ւ| ա ձ ււ յ ուժեղ հա մի| աոնյ սւ 1ւ-կւսս]ա կ<յւ| ած կողմնո- 
ր ււ ո|ւսծ ղրաֆ. որի մի1ւիմա| աստինանբ ։իո1ր շԼ թ-|֊ /•/»//<
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