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Граничные свойства функций В,(г; г*) М. М. Джрбашяна 

(Представлено чл.-корр. АН Арчинской ССР В С. Захарянои 26 III 1990> 

На пути построения общей теории факторизации мероморфных 
в круге/9: (с функций М. М. Джрбашян (') конструктивно
построил произведения B,(z; с,,). зависящие от непрерывною пара
метра а£ (—1, оо), сходимость которого имеет место только при ус
ловии

V (1—|гл|)‘+’<-}-ос. 
£-1

(I)

Эти произведения, переходящие к классической функции Бляшке
В( ) лишь при условии а = 0, строились таким образом:

где

Я,(г;г*) = П (։֊֊> u>‘
*»1\ Zk/

у W+H*) .fcp I (1-л)’л֊*-Ух,
ЙоГ(1+а)Г(Ц-А) J

Г-1

у Г(1+Н֊*)
АГ(1 + «|Г(1 -И)\Հ) J (1— x)'x*-]dx.

(2)

(3)

(4)

(5)оИ2>(г; ’,)»

Далее М. М. Джрбашян (’) путем эффективного применения ап
парата операторов £)՜’(—1<а<4-оо) дробного ннтегродиффсрснии- 
рования Римана—Лиувилля дал широкое обобщение класса А меро
морфных функций в /> Неванлинны: класс .V»( 1 <а< + °°). еов- 
падаюший с Л/ при а=0. Классы .V» обладают свойствами.

М.ОУ„(-!<?»<»։<+©о)•
Как известно (см. (2))» множество Е, измеримое В, имеет 

житсльпую у-емкость если найдется такая р -ч Е. т.

t

поло- 
c.

для которой функция
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остается равномерно ограниченной до х при /-֊►!—0. 
Если же для любой меры имеет место

V\(r)- suр {max V.(x, г)} = 4 ос, 
•»<г<1 0<х<2-

то Е имеет у-емкость, равную нулю, и тогда будем писать

сар7Е֊= 0.

Известно, что если сарт Е*=0 (А-«- 1, 2, .... р), то имеем также

UIcap. сарт « 0.а I
В совместной работе М. М. Джрбашяна и В, С. Захаряна ((3), 

теорема 2, при ш(х) —(1—х)’) была установлена следующая
Теорема А. Если 1</»<0), то предел

/(r'6)-lim F(re'՝) 
r—1-0

(6)

существует для любого 6£|О«2~|» кроме, быть может, некоторого 
множества Ес|0, 2»|, (14֊®)-^.м«ос/пл которого равна нулю.

В работе (4) доказывается неулучшаемость теоремы А.
Цель нашей работы исследовать граничные свойства произве

дений Е«(г; г») М. М. Джрбашяна для положительных а, если нули 
;֊\|՛ удовлетворяют более сильному условию, чем (1). В частности, 
теорема А распространяется и на случай 0<а<1.

Сначала докаже^ следующую лемму.
Лемма 1. Если

v, (1 — |г*|)’<-г ос. 0<а<оо, 
г ।

то имеет место представление

-'») - /Л-1(г; г*)ехр
А-1

(7)

(8)

Доказательство. -Из (4) имеем 

I

(I ; Ь) I « J
К,

I
֊ I (1 -х)“_|х՜* ’t/x[. (9)

• * J
l-l

С помощью интегрирования по частям получаем 

2ио



----- I (I—х)’х
« յ

1С1

з— I —Л-

I
(1-х)’-‘х * 'Лх

I

(1 ֊л)'х~ь '(/х = X)1 Х֊*(/Х —

I

14

(I—х)’-։д—*б/х | (Ю)
1_ (1-Г.1Г
« |.|*

Следовательно, из (9) получаем

(1-х)՝֊'х *</х.

Но так как

V Г<?4*) •* . 1
ГоГ(а)(1+*Г ‘ (I֊֊֊)’ к1<։.

то получаем

»

(12)

Аналогично из (5) получаем

Г(а֊|>Л) ( а + Л । 
----- ---------— -------- (1——,Г(а)Г(1 + *)| а .1 

о

'х‘ 'б/?.-։

о

Откуда из (II) и (3) находим

(13)

(14)

Так как из условия (7) следует и условие (1), то из (14) получаем 
доказательство леммы.

Применяя несколько раз формулы (8), получаем следующее.
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Теорема 
тогда, если

1. Пусть а>0, а = « + р. где 0<р^1, п—целое число,

I
(15)

то имеет место представление

а-1**1 г

I

(16)

\ е.то.-.пн (:5) /Л. |(г; **)£ г.»В част։х>м случае. так как грн

2к

где й0(-։ •*)—функция Бляшке, '1<(С) —действительная функция с 
конечным полным изменением на [0, 2л].

Если и — п, то условие (7) заменяется более слабым условием и 
мы получаем следующую теорему.

Теорема 2. Если нули функции сЛ) удовлетворяют ус

ловию

и֊к*1 )<+<*>•
Л-1

то имеет место представление

(18)

ф у н к ц и иИз леммы I получаем следующие 1раничные свойства 

/?,(г; (։>0) М. М. Джрбашяна.
Теорема 3 Пусть {гА}։ удовлетворяет условию

*1

тогда, если

(20)
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I

то в точке е* функции Вл_х(г\гь) и &(г.гд) одновременно имеют 
или не имеют радиального предела (6).

Доказательств|о. Имеем

Складывая эти перавсистза, находим

откуда вытекает, что вместе с (21) абсолютно и равномерно сходит-
ся и следующий ряд:

Следователыю, существует предел

I

(23)

Теорема 4. Пусть нули I} Г функции В,(г-, г*), 0<а<1. 
удовлетворяю п вместо (’) более сильному условие

•ч

Л I
(24)

тогда радиальный предел

Иш В..(гс'1'; г») В,(е ; «?#.) 
г-1-0

существует для всех С(|0, 2.:|, кроме. Сыть может, некоторого 
множества /՝ |'), 2“|, длч которого сар«/; = (՝.

Доказательство. Согласно теореме 3 достаточно показать, 
чго условие (21) имеет место (ля всех 10, 2՜*], кроме, быть мэж ՛. 
нею торою множества Е. для которого сар, £=0.

Вопреки утверждению, предположим, что ряд (21) расходится 
на множестве Лс|<). 2՜]. сзр,£>0. Тогда найдется мера р-</-« 
|.(£)- 1> для которой

(25)
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где Со>О постоянная, не зависящая от гл. 
Так как имеем

5» |1-г>г~"|= 11 -
г»г'*(1 -V) 

л(1— г»е”’) *(1֊Ы) ’

то получаем

(1 -хг-1 к.1՜ а-*)-* 

1 ~ ~е Рл1
(1х. (26)

Но при 0<а<1

«+1*»։ 
1 ։ I

I И-*)'՜1 х 1՝________4*________ > 4х________
' (х-|г*|)" Х .) (1-х)’-(л-|г*|)« ՛ ? (1 -л)’-(х-|г*|)« 

1'*1 1«*1 1+1'*1

>41**1
2 1

21 Г (1х 2' Г (/х
—:—п— —;—г՜ +,--------г -------- г~ <сопэ1(1֊|֊»1)’՜' (л-Ч^*|г (1-л)։-

к»1 ։-н.-л1

Отсюда и из (26)

I

получаем

(1՜^՜՜' </х С с, .

, г. |1—г,е-л|‘
к*1

Из (25) и (27) следует, что

л

что противоречит нашему допущению о том, что на множестве Е 
ряд (21) расходится. Отсюда, ио теореме 3 и теореме А, получается 
доказательство теоремы.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса
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Դ Н*. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ, Ի. Վ. 2ՈՎ2ԱՆՆԻ113ԱՆ
II. 1Г. Ջ г р ա շյ ւււ քւ ի £>) սւրսւաւ|ր |ւս|նԼր|ւ Լ<|րայ|ւնГни ւո 1| ո ւ р | ո I 1. Г* Լ г |։ մւս и ի I։

Միավոր շրջանում մերոմորֆ ֆուն կցիան երի ղասերին նվիրված աշխա
տանքներից ( Մ, Մ. Ջրրաշյանի կողմից սա հմանված 4\ ®( —1 2 <Հ ծՍ)
ղասր, որր Հանդիսանում է //'. Նև անքինայի \= ,\ Ա ղասի բնական րնղՀան- 
րացոլմրւ

Հայտնի Լ նտևէ որ 1 *օ. */*ր — 1<։<օ և երք. 0<։<օօ
Հրբաշյանի Հէք) ւսրտաղրյալներբ •* անդիս ան ու մ են №3 ղասերի

ղրոների ե բեեոների կբողներր, որոնք, մասնավորապես 7-0 դեպքում 
Հ ամ րնկնւսմ են Ռքյաշկեի /?(£) ֆունկցիաների հետ։

Պարամետրի —1 արծեբների համար <\* շ ղասերի եղրային հատ֊
կու/յյուններր ուսումնասիրված են Մ. Մ, Զրրտշյտնի ե Վ. Ս. ՀՀտքարյտնի 
կողմից։ Ներկա աշխատանքում ստացված են եղրային հ ու սւ կ ու (մ յ ունն ե ր 

արտ աղրյա/ների Համար, ^բբ {ՆՀ1ՀԼ ։ Մասնավորապես ապա
ցուցված է հ ետևյալրւ

Թ ե ա ր և մ. Թւ։ր (?', աբասւղբյալնևրի {*յէ}։ (||ւոնեբբ [?աւ|արա
րում՝ են ՒւեսւևյսԱ պայմանին'

V օ«ւ,
“ I

ապա' !1ւո В\ге1 ՜; с») -ЯДе'1; г»)
Հ-1-0

ջւսո.ւսւ|ղային սս։1։մ'։սննԼթը գոյություն ունեն բո|որ ^£|0, 2՜] նամուր, |՚ացՒ 
գուցե մ՜ի թազմությտն, որի ւ ունակությունը նավասար к զրոյի:
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