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МАТЕМАТИКА

С. Г. Инджеян, Ж. Г. Ннкогосян

Об «игре в камни» на графе алгоритма БПФ

(Представлено академиком АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 16/11 1990)

«Игра в камни» введена в работе (') и изучена рядом авторов 
в работах (։՜4).

«Игра в камни» определяется для бесконтурного орграфа и вклю­
чает следующие правила:

I) камень можно поставить на любую входную вершину (вер­
шина, где не входит ни одна дуга) в любое время;

2) камень можно удалить из вершины в любое время;
3) камень можно поставить на любую вершину (не входную) 

только тогда, когда все вершины, от которых идут дуги в данную вер­
шину, в данный момент имеют камни;

4) «игра в камни» завершается тогда, когда любая выходная 
вершина в некоторый момент получила камень.

Заметим, что в момент завершения игры наличие камней на всех 
выходных вершинах не обязательно.

Очевидно, что «игру в камни» на графе 6 можно реализовать 
различными способами. Пусть Р—неко орая стратегия (глгоршу; 
«игры в камки» на графе О. Шагом в стратегии Р назовем операцию 
размещения камня на некоторую вершину. Будем считать, что /-й 
момент алгоритма определяет его 7-й шаг. Число всех шагов страте­
гии Р выражает время реализации стратегии Р на графе И и обоз­
начается через Т(Р, С). Обозначим через 5(Р. (7,/) число камней, 
имеющееся на вершинах графа и на 7-ом шаге.

Пусть

5(Р. С7)֊ п1ах 5(Р, б, /).

Число 
внутренней

5(Р, б) вдражает максимальный объем использованной 
памяти в ходе стратегии Р на графе (:. Обозначим

7՝(5) = ш1п Т(Р. О), 
/»

где минимум берется по всевозможным стратегиям Р. для которых 
5(Р, О) < 5. Другими словами 7 (5)—минимальное время реализации 
„игры в камни* с помощью 5 камней. Алгоритм Л, реализующий 
игру в камни* на О, с помощью 5 камней пазовом оптималт ним, 

если Т(А, В работах (’•*) найдены оценки тля 7(5). В нас­
тоящей работе мы приведем точную формулу для 7(8).
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Пусть G—ориентированный граф с множеством вершин V’ и 
множеством упорядоченных пар (дуг) fcV' И.

Путь — это чередующаяся последовательность ... xmvm
различных вершин г»с, г>։, ...» vm и дуг х։, х։...... хт, в которой каж­
дая дуга X/ есть vt it՛/ и обозначается через ... vm. Полупуть 
это опять-таки чередующаяся последовательность vQxxvlxi. t. х^т 
вершин и луг. но дугой x<(l«g։=C/n) может быть как так и
V,Если то путь (полупуть) vovv ... vm называется конту­
ром (полуконтуром). Длина пути (иля контура) есть число его дуг 
и обозначается через |Р|. Подграф, порожденный подмножеством 
вершин lz0^Z Г имеет множество вершин lz0 и множество ребер 

1/0) и обозначается через <И0>. Через 
/( .՛)(&’(г՛)) обозначим число дуг, входящих (выходящих) в вершину v.

G = (V, Е) называется обыкновенным графом или просто гра­
фом, если Е состоит из неупорядоченных пар из VxV. Для графа 
аналоги понятий путь и контур известны под названием цепь и цикл 
соответственно. Если существует путь из вершины и в вершину v, то 
будем говорить, что г՛ достижима из и.

Источником в орграф». G называется вершина, из которой < мож­
но достичь все другие вершины орграфа.

Сток—вершина, которой можно достичь из любой вершины ор­
графа.

Выходящее (входящее) дерево—этО орграф с источником (стоком), 
не имеющий полуконтуров. Множество вершин, имеющих одинаковое 
расстояние от стока (истока), составляет слой входящего (выходя­
щего) дерева.

Пусть имеем входящее дерево с d-|֊l (где t/>l) слоями. Л-й 
слой (£s*0)—это слой, расстояние всех вершин которого от стока 
равно d—k. Очевидно, сток составляет cZ-П слой входящего дерева.

Входящее дерево с слоями называется полным ориентиро­
ванным бинарным деревом, если для любой вершины v из Л-го 
соя (Kft^d)p*(zi) = 2 и р"(,п) — 1, а для нулевого слоя р*(т>)=0 и 
р’(^) = 1.

Пусть л=2‘/, d^Q. Под графом A(J,= ( Ив’, Dic>, E<d՝) алгоритма 
быстрого преобразования Фурье на последовательности длины п под­
разумевается граф, имеющий множество вершин И*», множество дуг 
£,d>C.VwxVW, множество выходов D(d>~ и определяется ре­
курсивно с помощью двух непересекающихся по вершинам графов 
БПФ

o/7H-b = (oV/(4-i)։ 

следующим образом.
Пусть .. }--множество вершин, отличных от

о1/ы-1> и ։y<d֊։>. тогда

(/(-/» = 0 Иd-1) J (rf-1) J

где
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Д<"> «• и 
(-0

г/^_։), (^Л”, ^_։)}, 
аЛ<0)=(И°>, У<։’’0), где И°։={т*0} и 0—пустое множество. Все ориен­
тированные пути графа идущие от входных вершин к некоторой 
вершине V, порождают полное ориентированное бинарное дерево 
Н(у) со стоком V.

Выходные вершины графа Л(</) составляют </-й слой графа 
Если т-А слой графа рю определен, то (/--1) й слой определим над­
множество всех вершин, от которых идут дуги к вершинам /-го 
слоя. Для любых двух выходных вершин х, у через /(х, у) 
обозначим номер последнего слоя (начиная с нулевого), где пересе­
каются Н(х) и Л/(у).

Очевидно, существует последовательность г0, г։....... гл_, эле­
ментов множества которая имеет следующую структуру:

а) 2^֊|’=г<;^+։>иг(а-/+и> ։ У=ТГ2^֊',

где
(•) 2^={-о)......../<°>={г0,  ............................... гя_։}-£;
б) дли любых вершин ”, имеет

место Циг и2)=д —/4-1, /(п։, ю)=/(и։, ы).
Определим граф 0-(/, £), где 2={г0, г1։..гя ։}, а Е^> 

= {г/С;//,/(О, п,— 1, /V/}. причем каждому ребру г,г/ присваивается 
вес 4>(г„ гу) = 2,</ >), где г(/,/) = /(£/£;).

Вес цепи Р' — у^2 ... у, графа 6 есть сумма

/-1
В работе (2) доказано» что для графа Л(<п справедливо неравен

ство 
I4 9л1 1֊+(/֊!)«. $>4+2'֊Л 1</<*֊1.

2' 
л(1 +1о£,л), 5^2^ 4-1, 

где л«=2<
В той же работе доказано, что

7’(</ Н)>;- п(п— д) + п — 1.

В настоящей работе нами доказывается
Теорема. Для графа I•<"> с п-2։1 входами имеет место

Г^гП-
(2п\ 1)(н4-1) 

3
16

для </«1 и //>3,

для д^2

Доказательство этой теоремы основывается на следующих двух
леммах.

Лемма 1. Для графа 0^(2, Е)

шах ?(И- У 4 ,
РСО <-о
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где Р—гамильтоновая цепь графа О.
Для формулировки второй леммы нам понадобится следующее 
Определение. Скажем, что полное бинарное дерево Н с 

/г^2 слоями имеет рас положение камней, если существует
путь Ь* = и1и2 .. . иЛ-1 (где иЬ-\—сток Н. а и, (1^.1^1г—2) — верши. 
на 1-го слоя) такой, что все вершины, находящиеся на рассто­
янии 1 от I *, имеют камни.

.1с мма 1’. Пусть Н — полное бинарное дерево с А^2 слоями и 
пусть Р—любая стратегия „игры в камни* на Н, для которой 
8(Р,Н) 1г. :огда на некотором шаге I* алгоритма Р на дереве Н 
существует [.-расположение камней.

Вычислительный центр
Академии наук Армянской ССР
Ереванского государственного университета

II. Դ. ԻՆՋԵՅԱՆ, ժ. Դ. ՆԻԿՈՂՈՍՅԱՆ
ՖԱԱ-ի ալգուփ|)մյւ գրաֆի վրա «սալաքարերի խաղի» մասին

Օ ս ալա քարերի խաղր» սահմ անվում Լ ացիկլիկ կողմն որ ոշված գրաֆնե­
րի Համար հ ունի Հետևյալ կանոններր.

1) կամայական պահի րարր կարելի է գնել կամայական մուարային գա­
գաթի վրա ( գագաթ, որա եղ չի մտնում ոչ մի աղեղ)\

2) կամ ա յա կան պահի քարր կարելի է հեռացնել գագաթից\

3) կամայական ոչ մուտքային գագաթի վրա քարր կարելի է գնել միայն 
այն գեպքում, ե ե այգ պահին տվյալ գագաթին անմ իջասլևս նախորդող բո- 
լոր գագաէներր (գագաթներ, որոնցից գնում են տղեղներ տվյալ գագաթին) 
գրված են քարեր՛՝

4) Ծ սալաքարերի խաղրս համ արվում է ավարտված, եթե բոլոր ելքա­
յին գագաթն երր խաղի րնթ աղք ում ստացել են քարէ

Խաղի քայլ ասելով կհ ա սկան անք գա ղաթում քար գնելու գ ործ ողութ յ ու- 
նր։ 7(Տ)^վ կնշանակենք քայլերի մինիմալ բանա կր, որն անհրաժե շտ է ա- 
վարտ ելու համար (ր սալաքարերի խագր» տված գրաֆի վրա Տ քարերի առկա­
յության դեպքում։

Աշխատ տնքում ա պա ցոլցվու մ

Ւեորեմ. ;z = 2^ մուտքերու| 
ունի

ՖԱԱ-ի այգորիթմի գրաֆի համար տեղի

Tai 4 I >
(2rt4-l)(a - 11

3
16

bpb d I կամ՜ Ժ^Յ 

bpb r/=2:
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