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В работе рассматривается задача построения дизъюнктивных 
нормальных форм (ДНФ) для булевой функции ', заданной пере
числением нулевых наборов «ч = (а)........а?). /-ПЛ, или совершенной
конъюнктивной нормальной формой (КНФ):

/(хР ..., *„)=& (л7’՛ V • • . V*?).
/-1

При этом требуется построить либо кратчайшую ДНФ. реализующую 
функцию /, либо ДНФ, достаточно близкую к кратчайшей по слож- 
ности.Такая задача возникает, в частности, в алгоритмах распоз
навания комбинаторно-логического характера, основанных на пере
боре конъюнкций или выделении представительных наборов, если 
описания объектов заданы бинарными признаками, а также в раз
личных алгоритмах минимизации булевых функций. Прямое пере
множение скобок совершенной КНФ с применением системы упро
щающих тождеств булевой алгебры практически невыполнимо даже 
при сравнительно небольшом числе нулевых наборов.

В настоящей статье в качестве отправной точки используется 
подход, изложенный в работе (՛)•

Множество булевых функций, зависящих от п переменных в 
имеющих ровно к нулевых наборов, обозначается через Р2(«). Функ
ция (^Р^Ди) задается матрицей нулей Л1/ = г, строки ко
торой—нулевые наборы /. Без ограничения общности можно рас
сматривать лишь так называемые приведенные матрицы нулей, в 
которых нет нулевых и единичных столбцов, нет противоположных 
столбцов, а все одинаковые столбцы расположены последовательно 
Данное предположение основывается на следующих двух предпо
сылках:

I. Переменные, соответствующие нулевым и единичным столб
цам матрицы нулей, могут быть вынесены в совершенной КНФ и ■ 
под знака произведения. Такие переменные в соответствующих сте
пенях суть конъюнкции ранга 1, ядровые для /. Они, следовательно, 
входят во все тупиковые ДНФ функции /. •

2,. Преобразования АГ/—подстановка, I-

— 1,5/ оставляют инвариантными все свойства ДНФ, связанные с 
задачами минимизации.
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Совокупности одинаковых столбцов матрицы пулей 41, пуме 
руются последовательно, а переменные, соответствующие столбцам 
</-11 совокупности, обозначаются через л՛^/, 4 "Я

J — I» л t),
I

lotjj/г 
7->

1 *5 / < 2* 1 ֊ 1.

<h\ HKiiiiii co доставляется функция ?£A<*(/). за нсящая от пе
ременных с,, ... ՝/. матрица пулен которой состоит из всех различ
ных столбцов матрицы II, г, к, что столбец, соответствующий пере
менно . со lui.ci Со столбцами, соответствующими переменным 
х.п. Чанное с нисгавление полно.мн г свести построение коротких 
Uhl՛ функции / к построению коротки^ Д11Ф функции у. Пусть 

5.1QJ S', Qf, где 5.—множество номер ж всех столбцов, входящих 
н<> все тупиковые тесни матрицы ,П , Q, -множество номеров Сово
купностей одинаковых столбцов матрицы М,, содержащих более од
ного столбца. Пусть, далее, /)(«)—произвольная ДН I , реализующая 
Функцию -, /J,(-l ДНФ, полученная из преобразованием пере
менных:

х\ :/4’.f) = sgn(l-з„) | • //,,}.

Тогда ДНФ

реализует функцию /, где

/>,(/) V -'<7"и ՛ -*<?։• хч(/ о*

причем если ZJ(-i)—тупиковая ЧНФ функции ©, то D( г)— тупиковая 
(НФ функции /. Следовательно,

|D«p(/)K«֊/ I֊|S?(Q/)|4 |£М?)|.
/(/>мн..(/)) 2(11 ?(/)2)п / + |S(Q,)|) /-(D.n!„(?)).

где з(/)С|0, 11 —доля нулевых и единичных столбцов в матрице ну
лей 41,.

В работе (2) разработай редукционный алгоритм построения 
коротких ДНФ булевых функций с малым числом нулей, при помо
щи которого для произвольной функции /г 2, получены
следующие оценки: 9

I /Л(А), /л(2) = 0, /и(3) I, т(4) 3,

т(/г) = 2* 1 34՜ т(; А’/2_ I) 4 т(I я/2 ՛ |), А’.»5;

֊/Ч'П. /(2) 0, /.(3) 3. /;(1)®9.

/цА) -2' 1 К) /Ч|.Ф?/2 ) | /Ц А/2 )4/ь( /г/2.. ) I///(I А/2Д), А 5.

В работе (2) установлено также, что при малом число нулей 
(А 1о£։/» 1о£21пл4-1) почти все булевы функции устроены одина
ково в том смысле, что им сопоставляется одна и та же функция, 
называемая полной.

Определение (։). Функция ©С^*(0 назывчеоия полной, ес-
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‘/111 1,1 • с- матрица нулей Л/г состоит и; чаксимально
возможного числа столбцов.

1акнм образом, полная функция играет важную роль в задаче 
минимизации булевых функций с малым числом нулей. Полную 
функцию с А нулями будем обозначать через -/.(֊1........।
А 2, считая при этом, что столбцы матрицы нулей 31 . являются 
двоичными разложениями чисел I, ... 2/; 1-I и расположены в (лек
сикографическом) порядке возрастания. Полная функция с двумя 
нулями тождественно равна нулю.

Гео рем а I. Расстояние Хэмминга между произвольными дву
мя нулями полной функции ък равно 2* -.

Следствие I. Нее нули полной функции ирисе о, рачт> 
ложены в 2* ■ м (верхнем среднем/ слое (2М |— I )-мерного единич
ного куба.

С л е дс т в и е 2. При А>3 0 (все прочные имили-
канты полной функции являются ядровыми).

Следствие 3. При А>2 5;л=0 (5., {I}).
Для произвольного А>2, имеет место: 2 гапк(/<)^А,

причем существует единственный простой импликанг полной функ
ции максимального ранга.

Ге о рем а 2 Если А^А.,, то //(?*,)
Простейшие реализации полной функции ь известны лишь пре 

А 2. 3, 4 ?).
Теорема 3. Для длины кратчайшей ДНФ полной функции 

А^>3, имеет место следующая нижняя оценка:

|Цф(?*)| 2*-’+Л-2-
Следствие. Для буквенной сложности минимальной ДНФ 

полной функции у,. А>3 имеет место следующая нижняя оценка:,

/.(П,11|и(®*))>2Ч2А-4.

Теорема 4. Полную функцию можно реализовать тупико
вой ДНФ, состоящей из простых импликантов, ранг которых не боль
ше трех, и имеющей длину 2“ Н «/(А), где

(/(А)-С'“. ։№фЛ֊4.

Следствие I. Полную функцию можно реализовать тупи
ковой ДНФ, состоящей из простых импликантов, ранг которых не 
больше трех, и имеющей буквенную сложность Д—24 /’(А), г ю

А(А)=2*-’-1+3(СИ*-чг«-2).

Следствие 2. Любую функцию /£Н'(п), которой сопоставля
ется полная функция можно реализовать тупиковой ДНФ. сос
тоящей из простых импликантов, ранг которых не больше трех, и 
имеющей длину и буквенную сложность, соответственно, г, а \/<) и 
2(1 '( /)/2)л ։ А'(/ ), где

а\2) |9Д\М| М2), <'(А)^н(*). * 3.

А'(2) 2|>. 1<Л>| ) А(2), Ь (А) А(А), А 3.
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Таким образом, для длины кратчайшей и буквенной сложности 
минимальной ДНФ полной функции имеют место следующие 
асимптотические оценки:

1^м.(?»)|=(2* '֊ О(Но(1)),

(2* 2)(Н 1.5(2* 2)(1֊| р(1)).

Между функциями и п(£), р(к) и Ь(к) имеют место еле-
дующие асимптотические соотношения:*

0{ I)),

/>(£) ֊4* (1 I о( 1)).

Приведем значения функций ///(£), а(Ь), р(к), Ь(к) при А = 2, 10:

А՝ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
т(к) О 1 3 14 31 65 131 270 537
а(к) ֊1 1 3 7 12 23 39 75 132
Р(к) 0 3 9 58 126 262 526 1098 2182
Ь(к) -2 3 10 27 55 117 226 459 883

Автор выражает благодарность Ю. И. Журавлеву за постанов
ку задачи и поддержку при ее решении.
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Կ. Վ. ՏԱԴՈ5ԱՆ
Լր|”| РII11| IIIГ1 ֆունկցիա

1Լւ/սա т ան րսւ մ դիտարկվում ( րիշ թվով դրոներ ունեցող րու/յան ‘ի անկ 
ղիանհրի մ ին ի մ ի դա ց ի ա յ ի խնղիրր դի զյ ուն կտ իվ նորմալ ձևերի ղասում է Հայտ* 
Ь/г Է» ՈՐ այդպիսի ֆունկցիաների մ ին ի մ ի դ ա д ի ան ձ Հ 1Օ£շ//—I IՈ Л ֆ-I 
սլ ա լմանի դեսլքամ, որաևղ հ*ն դրոների յ)11ւնակն է. Ո-ր' փՈ/իո իւ ականների 9 
>ամարլա միշտ հանդեցվամ Լ էք՚իվ р^ЦиЛ ֆ անկցիւս լի մ ին իմ ի դա ղ մ ան ր ։ 
>'ւա լց է սէրվաձ, որ

2*֊։ + *-2< Р,.р(?й)|<2*֊։ է(Հ'_* «)/2յ.: А —5. Հ>3,

որւււե>1 7Д.| ( 5 է)յ-Ն А հւաո դրոներ էոնեդոդ /Հ’/"/ րալրսն ֆ անկդ խո լի կարճա- 
դ>>> յն դ ի դ լէւլր>ւ1րււիվ նււրմալ ձ/։ ի երկարությունն է:
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