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Введение. Как известно, задача Дирихле для уравнения Лапла­
са разрешима в явном виде лишь в случае областей частного вида 
(полупространство, круг, круговое кольио). Разумеется, явное ре­
шение можно выписать каждый раз, когда в наличии имеется функ­
ция, осуществляющая конформное отображение данной области, ска­
жем, на круг. Однако при решении ряда прикладных задач (напри­
мер, задачи кручения цилиндрических стержней) эта возможность 
практически не представляется.

Между тем представление решения в явном виде (скажем, че­
рез квадратуры) позволяет не только наметить удобный алгоритм 
численного решения, но и исследовать его качественные характерис­
тики.

Ниже изучается случай односвязной области (в комплексной 
плоскости переменной :(х, ;), ограниченной простейшей лемниска­
той

|г-(г, /< = const)

Легко видеть, что здесь возможны три случая: 1) г</?, 2) и 
3) (рисунок).

С геометрической точки зрения случай 1 можно подразделить на 
два случая, выделив случай выпуклой области (рисунок, б).

Решение задачи Дирихле достигается сведением ее к задаче со-
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пряжения Гильберта (задаче Римана) для пари аналитических функ­
ций.

I. Пусть дана кривая Г : £։| = /?; е>0 (рисунок), р тби аю
тая расширенную плоскость комплексной переменной на две облас­
ти: ГУ— лежащую внутри кривой Г, и —дополнительную к 1У֊> Г.

Будем решать следующую задачу Дирихле для уравнения Лап­
ласа:

Д/'(х; у)—0; (I)

/■՝!-<. У)1о.Ун-г-^(х; у). (2)
где »(х; у)-заданная непрерывная на Г функция.

Очевидно задача (I), (2) в данном случае равносильы задаче 
П1в:-рца: найти аналитическую в О* я непрерывную в £)* функцию 
Ф(г), для которой выполняется краевое условие

кеФ(Г) ?(/), геГ. (֊II
Чтобы решить зад 14. (3). представим искомую функцию Ф<с) в

следующем виде:

ФИ
Ф(г)4-Ф(—г) ф(г)-ф(-г)

О -Ф։(г»)+.’ф։)

= Ф1(е-2։)фгФ։(в-г'),

г.,е Ф։(е—г2) и Ф„(е—г ) аналитические функции. 
Тогда имеем:

НеФ(0 = КеФ։(е-/։)-ьРерФ։(е-Г։)|,

После преобразования ■»=£—*’ из задачи (3) получаются д е 
новые задачи:

На.гги аналитические в области 6": |®|<У? функции Ф։(ф) и 
Ф..(д:1), для которых на границе /. : |а;|=/? выполняются условия

КеФ1(։։)=?1Г), т£/. (4)
и 

Ре|/“тФ։(-)Н?։(т), ^4, (5)
где

— <р(/е-т) + <р( — /е-т) , ®2(т)
9А*

Решение задачи (4), как задачи Шварца в круге О’, независи­
мо от соотношения между ей/?, дается формулой

Ф։( да) =
•: з- и*
—IV

сГ (6)

где С —произвольная вещественная константа.
Задача (5) представляет собою задачу Римана—Гильберта, ко­

торая сводится к задаче Римана следующим стандартным образом 
(см. (*)).

Из соотношения (5) имеем

Ре/։—-:РеФ։(Ч —1т/е —т1тФ։(т)^<р։(՜)
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или

“ £ —*-- ’ £— Т
РеФ։(")4-/-------------------1тФ։(т) = ?։(')•

Отсюда получаем

(7)
Введем новую функцию

Фдда) =
Ф։(а”)։ даК/’

дасО- = С\ б*.

Если значения функции Ф»(да) при ти£СГ обозначить через 
Ф*(да), а при да£С»՜—Ф"(да), то легко видеть, что на границе А

Ф;(-)- Ф։(-) и Ов(т) =фа(-),

так что (7) можно записать в виде

Ф;(т)+/ТЛф-(-) = 2т։(.)

или, учитывая, что на окружности £ <=—, в виде

(Ч)

Итак. зад «чу (5) мы свели к задаче Римана: найти функции 
Фт(да) - аналитическую в круге 6՝ и <1 (да) аналитическую в С՜, 
удовлетворяющие на окружности А соотношению |8).

Для решения задачи (8) выделим три случая I) 2) £>/? 
и 3) г R.

2. ! 'ри ։</? из соотношения (8) получаем

R*Так как при точка да։ =— ь^՜, а точки •а\.«=0€0* и да։ — 
е

то функция /еда— R2 является аналитической в О*, а функ­
ция /да(е—да) — в О՝՜. Далее, функция г * — Ф (да) на беско-

Уда(е—да) •
нечпости принимает значение 0 Поэтому задача (9) есть задача 
отыскания кусочно-аналитической функции по заданному скачку, ре­
шение которой дается интегралом 1ипа Коши:

Н(да)- — Г .... _2?_,('2=----- (Ю)
2к/ .) /(е—т)(е-:—/?’)(֊—да) 

£
где

АГ(да) = _ 1 Ф'(да), Н (да) =-----г — Ф~(да).
/еда-/?« • /да(ё—да) •
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Из (10) получаем решение задачи (5) в случае 1:

(П)

При обратном преобразовании е—и) окружность /. перехо­
дит в часть кривой Г, лежащую в полуплоскости Кег СО и обозна­
ченную через Г,. Остальную часть кривой Г обозначим через Г։, так 
что Г = Г։4֊Г2. Тогда из формул (6) и (11), используя то обстоятель­
ство, что точка — ^Г2, если /£Г։, получаем решение задачи (3) в 
случае е</?:

Ф(г)
/(/« + г«_2е)

Г։ —е
«(О

(12)
I

где С~прэи?в ыьная вещественная константа.
3. В случае 2 задачу (3) можно решить непосредственно, не раз­

бивая ее на две задачи (4) и (5). В самом деле, решим сначала за­
дачу в области О*, ограниченной кривой Г, : |е — с’| - /?; Кег<0 (рису­
нок, г слева):

Ре Ч (/)»?(/), /ьГг (13)
Преобразование ш = & — га переводит кривую Г, в окружность 

£.:|ы>| = /?, и соотношение (13) записывается в виде

КеЧ^/^—-)-л(А—'). 'г/.. (14)

Гак как при е<^/? функция /е —а/ аналитична в круге С', то 
функция Ч‘(г—к») также аналитична в О', и решение задачи (14). 
как задачи Шварца в круге, запишется формулой

Ч’(е—и՛) - ֊ (* ’р(е-т) ֊— — -Н’С։, 
2гл J т — 'М/ х

£
откуда

1 Г Ч-(г)~ -Ь 
п1 ।

г,

/(<г+г»-2£)
(/’-Е)(/«֊г9

НС։. (15)

Из проведенных рассуждений ясно, что при постановке задачи 
в области 1У3 (рисунок, г справа) ее решение выразится также в ви­
де (15), но интегрированием по кривой Г,, поэтому и решение зада­
чи (3) представляется формулой

Ф(г)= — ?(/)г//4<Съ- гб/Л. Л- 1.2, (16)

г*
где С*, Л = 1, 2—произвольные вещественные постоянные.

4. Решение задачи в случае е=/? в техническом отношении поч­
ти ничем не отличается от предыдущего случая. Теми же рассужде­
ниями (учитывая также, что интегрирование по кривой Г2 произво­
дится в отрицательном направлении) подучаем решение в виде
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Ф(г)= /(** + £։-2е) ֊Цл+‘С։. гЦ\. 
г—г2

(17)

/։ —е

5. Это решение, однако, существенно отличается от решений (12) 
и (16) своим поведением в окрестности точки 0, что естественно с фи 
знческой точки зрения вследствие «заострения».

Исследуем поведение решения (17) при г—0 для точек г, при­
надлежащих, скажем, области О\. Для этого точками пересечения 
/։, /, кривой Г։ с окружностью достаточно малого радиуса и с цент­
ром в начале координат разобьем кривую Г։ на кривые у1։ 72 и Г։— 
-7,-7,. В соответствии с этим функцию Ф(г) представим в виде ин­
тегралов с кривыми интегрирования 7։, 7։, Г։—7։—7«:

Ф(г)-1 |' + | + [/"(А ОШО-

■ | Т» Г|-Т|-Т, Т, т,

А(г, /)<р(/)б//-|- 7՜ (г, /)1<р(О —<р(0-)1<7/-|-
г։—Т1-Т« Т»

+ <р(0 + ) у /՝(*, 0^4֊ ?(0—) | ^(г, /)«л|, 

т» т»
где Л(г, 0—ядро интеграла (17) при г££\.

Второй интеграл при г—0 остается ограниченным и непрерыв- 

ним, а два последних интеграла преобразованием т=------- легко
В

вычисляются, так что имеем

21п2------ 1п(е— £?)-!------ 1ле,
2 1 2

— 1п(г — ф — 1п(г։ — ф + 21п£---- -- 1пе.
2 2

Таким образом

Ф(г)= ֊ Иг- О[т(О֊?(0 + )Ш + | р(г. О|т(<)-Т(0-)|</Н

+Нп(гг-ф—1п(е—/’)+1пеЬ(0+)Ч-

+|1п(е-/’)-21п(г։֊^)-1пеИ0-)+4|Т(0-)֊<р(04)|1пг.

Из полученного видно, что при ^(04-)^'р(0—) Ф(г)—оо, если

Институт математики
Академии наук Армянской ССР
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Հայկական 1սՍ«1 ԴԱ բ^րակխյ սյ^ր|սյԼ1 Հ. *’ Նհէ՚ՍԻՍՑԱՆ, Կ. Ա. ՍՈհՎՅԱՆ

Լապլասի հավասարման համար Դիրիխ|եի խնդրի յուղումը 
լեմնիսկատով սահմանափակված տիրույթում

Հոդվածում դիտ արկվում է Լտսլլասի հավասարման համար Դ ի ր ի խ / ե ի 
խնդիրր լեմնիսկատով սահմանափակված տիրույթում և տրվում է նրա լու֊ 
ծումր բացահայտ տեսրով' իրիխլեի խնդիրր բերելով ան ալ ի տի կ ֆունկցիա֊ 
ների ղույդի համար II'իմ անի խնդրիւ

Դիտ արկվ ոդ խնդրի լուծումր բացահայտ տեսբով Հնարավորություն Լ 
տալիս նշելու թվային լուծման հարմար ալգորիթմ և Հետադոտելու նրա որա֊ 
կական հ ա տ կ ութ յ ունն ե րր է
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