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О. Цель работы — изучение отклонения в равномерной норме 
гауссовского случайного центрированного поля ;(/), or регрес­
сионного сплайна, определяемого равенством

;(/|S)=M{?(/)l$(s])...... ?(М}. (1)

Здесь S—конечное подмножество Т, S={s։........sn}, s^T, называемое
далее сетью, или, подробнее, регрессионной сетью Т.

Сплайны вида (1) решают задачу оптимальной в среднем ква­
дратичном интерполяции поля с(/) по его значениях! в сетке 5. В (’) 
доказано, что частным случаех< регрессионных сплайнов являются 
классические одномерные сплайны, так что определение (1) может 
рассматриваться как обобщение понятия сплайна на случай произ­
вольного Т.

С практической точки зрения важно оценить погрешность 
сплайн-интерполяции, т. е. величину

P(S, a)=₽(snp|'(O֊S('|S)l>«}- (2)
t

В (’) выведены точные асимптотики вероятностей (2) для стационар­
ных процессов Е(/) на отрезке |0, 1]. В общем случае точной асимп­
тотики не существует, поэтому мы выведем для вероятности P(S, и) 
опенки сверху и снизу. ' >

1. Введем необходимые обозначения. Для каждой сети 5 поло­
жим

o’(S) - sup D{5(O|:(s։)........5(sn)}=sup M| :(О֊ф|$) ]’.
t i

В дальнейшем, не снижая общности, будем считать, что 
шахЛП8(/)=1, или, вводя ковариационную функцию

/?(/. s) = cov{£(/), £($)}: max/?((,/)= 1. (3)
I

Пусть At(O, 1). Сеть S(h) называется Л-оптимальной регрессион­
ной, если |5| — mln (;S| —число элементов в 5) при условии, что 
3(S)<.h. Метрика Дадли d(s.t) на Т вводится равенством t/(f, s)=- 
"={—$(s)П’Я Энтропией по А. Н. Колмогорову H(Q,d,t) под­
множества Q(~T называется натуральный логарифм наименьшего 
числа г/-шаров радиуса е>0, покрывающих Q(J). Пусть B(t, *>) = 
1Q4



֊ (я :с/(/. 5) 8} шар с центром н / и радиуса 8>0. Булем говорить»
что множество Т имеет точную размерность х, если

X I (4)

Условие (I) выполнено, в частности, если Г-ограничснное выпуклое 
множество в /?* и ;(/)—стационарное из ^тропное поле с ковариа­
ционной функцией вила

/’(/)-1->|'(1+о(1)), / -0. И’= ^(0, 2).
<-։

Тогда $|’/2 и х֊2А/х.
2. Вспомогательные факты.
Лемма 1. Если 3(Ь) —оптимальная регрессионная К-сетъ.

1п|9(А)|^А/(Т, </, А).

Действительно, рассматривая в качестве сети минимальную метри­
ческую г/-сеть, т. е. такую, для которой

36. б/(6, 0<А.
имеем, по определению метрики а-.

Л1{|(0—так что сеть {/։.........6} есть также регрес­
сионная А-сеть.

Приведем пример, показывающий, что неравенство, противопо­
ложное утверждению леммы 1, не имеет места. Пусть ;(/) —гауссов­
ский стационарный процесс, 7’=|0, 1], дифференцируемый в среднем 
квадратичном т раз, т 5^2, что эквивалентно включению г(/)£С2'՞. 
В (*) доказано, что для равномерной сетки 5, содержащей ~е-։ 
элементов, з8(5)«с се2"'. Следовательно, 1п|$(Л)|< с+т~։|1пА|. В то же 
время г/(/, $)>с|/--$|, и поэтому //(Г, г/, Л^>с֊Ь|1пА|. Вообще с ростом 
гладкости ;(О 5(Л) существенно уменьшается, а Н( Т, д, Ь)—нет.

Лемма 2. Пусть с(Г) -гауссовское центрированное поле и вы­
полнены условия (3) и ( I). Тогда существуют абсолютные конс­
танты с։, с։ такие, что при всех и *

Р{5ир|с(I)|>и} < с։с’х 'и2' ։е.\р[л/п — и2
2

Утверждение леммы легко вытекает из (4). с. 68.
Лемма 3. При любом конечном 5 регрессионный сплайн 

сЕнепрерывен с вероятностью I.
Доказательство. Можно считать, что $₽{$։, при­

чем 5(5/) линейно независимы. Тогда

= V ),
»-1

где коэффициенты ?*(/) находятся из системы уравнений

Я(М/) = V ՝՝/).

Следовательно. линейно выражаются через /?(/, 5<) и поэтому
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нмгкт ту же гладкость, что и ковариационная функция /?(/,.•»)•
3. Основной результат.
Теорема 1. Пусть 5—произвольная к сеть, т. е. такая, что 

з(5)<й и Л <3/4. Предположим также условия (3) и (4). Тогда 
а при *>1/2

Р{։ирЛ֊։|։(О-։(/|$)|>Л(Л)-Н/Л(А)}< 
։

■«с(»МНг)г-։ехр{-|г+г։/(2Л>(Л))|};

б) при г <. 1/2

Р{։ир Л-։|6(О-։(И$)1>4(Л)+г.'Л(Л)} < 
Г

<с(х)ехр{-(г-4-г>/(2А’(Л))]}, 

где с зависит лить от х, А (Ь)—максимальный корень уравнения 

А,<’’ехр(—А*/2)«» А*.

В формулировке теоремы 1 можно взять также

А{К)= V 2^мл|-|- 
2/2х|1пЛ|

Доказательство. Рассмотрим гауссовское центрированное 
нормированное поле уклонений

лЛ(О=А֊։(ЦО-Иад)
и применим к нему лемму 2. Из определения й-сплайна ясно, что 
ОДл(/)<1. Из свойств условных математических ожиданий следует:^(△л(О֊Лл(«))<А֊‘/И{(ЦО-|(5))֊/И[Е(О֊5(5)|5(^)|}։<

^й։Лф(О ֊*($)!’= 5)/Л’.
Или, обозначая Дл(х)):

$)<й-М(^, х).

Оценим теперь энтропию Н(Т, сЦ,е) шара 7՝ = 5(/,6), 3=1, в метри­
ке сЛ(.\ х). Заметим, что шар (Т, сЦ) содержится в шаре (Л^). З-И, 
и потому Н( Т. сЦ, г) < Но 4-х|1пйе|. Если 7/у} есть гй-метричес-
кая сеть 7 относительно метрики б/(/, х), то

^д(/, Л)<е.

Отсюда следует, что {/։, ..., 1^} есть е-сеть Т в метрике х), так 
как сЦ^Ь-'с!.

По условию (4)

1пАА //03֊х|1пйе|,
поэтому /ЦТ, сЦ, е)<(А/04"уПп^1)Ч֊*|1пв|. 
По лемме 2

/Д*ир|Дл(Г)|>«} < с։с?~’схр!'//0 4-х 1п — |X
• | й I

X иъ ~1 е х р{ — «’/2} = £( *)(1 / й)' и2’ 1 е х р {— //’,'2}, 

с(х) = с։с’х жехр{Л/0}.
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Делая замену и Л(Л) 4֊г/Д(й), приходим после простых преобразо­
ваний к утверждению теоремы.

Следствие. С вероятностью 1

___*ир'|Ф)-М|$)|
Пт —■-----—----- ----- ^//..
л-о ЙУ2|1пЛ|

Утверждение следствия вытекает из теоремы 1 и леммы Бореля — 
Кантелли.

4. В этом пункте приведем пример оценки снизу Р(5, //), пока­
зывающий неулучшаемость оценки теоремы 1. Пусть Т՝ —[0. ] |, ;(/)— 
гауссовский стационарный процесс с корреляционной функцией г(Г) < 

ехр( -|ф), х= — , ։£(0. 2|. 
«

Теорема 2. Для некоторой константы с, зависящей лишь 
от а, справедливо неравенство

Р|5ирй-1|;(/) —:(/|5(й))|>|/ 2/1 п ~ 4֊ ^==^>с(г)в-4.

Доказательство. Рассмотрим гауссовский нормированный 
процесс уклонений \(/)-

Оптимальная й-сеть здесь равномерна и |5(й)|—й 2/1 (см (*)). 
Имеем

$пр|ДЛ(/)|> п1ах(Лл(0, 5й2/’4֊/й2/։)), 
I <

где максимум берется по / в пределах от 0 до ЛЛ—|5(й)|. Введем 
также гауссовскую стационарную нормированную последовательность 
га = ДЛ(0, 5й2'°-Нй2/а). Используя явный вид и свойства г(О, для кор­
реляции р(й) - Л1т^/4А можно вывести оценки

С։(я)А-’^&(Л)<С։(а)й—, й>1.
В (5) доказано, что для так։х последовательностей

Р{ гп ах_7(Г>У 21 п /V г// 21 п Л} > с,( я )е х р (- с)

Возвращаясь к процессу с(/), выводим при г 1

Р{8ир|1Д.,(/)|>/24МА|՜ ЛП > <^(’)֊՝хр( -֊՝)•

т. с. утверждение теоремы 2. Отметим в качестве следствия:

Птзир ——г- —1 =Ь п. и.
/цо I Лу 2|1пй|

5. Коснемся вкратце возможных обобщений. Откажемся от 
предположения гауссовости ;(О. заменив его существенно более сла­
бым требованием экспоненциального убывания „хвостов՜*. Положим

= при |).|</> '/(/։՜2’ И ?р(к) • |*-|*7Д в области |'|>Р՜'(р֊г’։ />>1. 
Центрированная случайная величина у принадлежит классу Зр: г^Зр, 
если существует константа ' такая, что для всех вещественных >

Л/ехр(Ц) < ехр(-?р(т/)). (5)
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Наименьн ая константа т, удовлетворяющая (5) при всех обознача­
ется |Н||р. В (") доказано, что функционал —|М1₽ является на мно­
жестве Вг нормой, превращающей Вр в банахов՜։ пространство. При 
этом включение эквивалентно для некоторой константы б\>0 
неравенству при х>1

-< 2ехр(-гх^ЬЦ֊^֊1).

Здесь р 1 -<7 г==1. Следующий результат несколько усиливает имею­
щуюся в (в) оценку.

Лемма 4. Пусть т^/)—случайное поле, 1^Т, 5ир||>;(/)||р= I,

*(МНч('Н».
Н(Т, 4/. е)<//отх|1п«|.

Тогда при и^с(*)

Р{5ир|т|(/)|>и} «с си<՝ехр{Н0— и^д՜1}.

Обобщая данное ранее определение, скажем, что конечное мно­
жество 5 называется регрессионной //-сетью, если 5ир||;(/)—5(/|5)||р 

/
< й; здесь, как и ранее, с(/|.9) ₽ Л4{В(/)|^*(5)}, Р(5) = □{;($/), 5^8).

Теорема 3. Предположим. что 5(0 —случайное поле, такое, 
что $ир||'(01/»= 1» с/(/, $)=||В(Г) — ;($)||р, х = <11т<17', 8—регрессионная

з
Ь-сеть, —, А — А(Н) есть максимальный корень уравнения

4
А*’։ехр(—А<г/^) = Л’։ и /?(й)=|Тогда при х>ср(*)

Р{5ирЛ֊։|$(0-Е(И5)|>Д(й)-Ьг/5(Л)}<с(1-|-2)^-«. 
I

Доказательство. Рассмотрим, как и ранее, поле Л(0 = 
= Л^։(:(/)—5(/|5)). По определению й-сети ||Д(/)||Р^ I. На основании 
неравенства треугольника

1|а«1)-Д(^)!1р<л-Ч11Н6)-Ц/,)11р+1|Е(М5)-с(М5)||д
Далее,

= ,Ме^:(/о-ем>)) е?р(>п։.Щ)-е(/.>||р» _ е?рол(н, ь».

Следовательно, |^(/։)—Д(/։)|р<2Л“1с/(/1,/։). Теперь можно применить 
лемму 4, полагая >;(/) = △(/); при этом

Н( Т, (Ц, е)< с 4-х|1пй|-|-х|1пе|:

Р{5ир|Д(/)| >«}^сич7/ 'ехр(— д 1«’).
I

Подстановка и - А(Л)-|֊г/Л(й) приводит к доказательству теоремы 3.
Заметим еше, что в качестве А(й) в теореме 3 можно взять ве­

личину

А(Л)-(<7*|1пЛ|)Г 4-о(1)
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Модифицировав пример п. 4, легко показать, чТо оценка также неу- 
лучшаема. Именно, можно взять где

(л)’" : х1'12, х> О
, — рф/2։ л* <0
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