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Об одной экстремальной задаче, связанной со сложностью 
реализации булевых функций в классе д. и ф. над линейными 

функциями
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. Б Нерсесяном 9/1 1990)

В работах (։՜*) нведено и исследовано понятие дизъюнктивных 
нормальных форм (д. н. ф.) над линейными функциями в качестве 
естественного обобщения обычных д. и. ф. Задача построения крат
чайшей реализации в новом классе формул равносильна кратчайше
му покрытию множества единиц заданной функции смежными клас
сами (сдвигами) по линейным подпространствам в множестве вершин 
//-мерного единичного куба, рассматриваемом в качестве линейного 
пространства над полем Галуа О/г(2).

В теории обычных д. н. ф. (’) сложнейшей функцией в смысле 
длины кратчайшей д. н. ф. является функция .счетчик четности* 
1 4-х14-х^+...+*л (шоб2). Покрытие, соответствующее кратчайшей д. 
н. ф. данной функции, состоит из 2я՜* нульмерных, попарно непере- 
секаюшихся интервалов. Таким образом, при реализации булевых 
функций в классе д. н. ф. максимум сложности достигается на сим
метрической функции, множество единиц которой состоит из изоли
рованных вершин, взятых ■ максимально возможном количестве.

Из результатов работ (”) следует, что симметрические функции 
в классе л. н. ф. над линейными функциями реализуются гораздо 
проще, чем почти все булевы функции, и максимум сложности реа
лизации не может быть достигнут па симметрической функции.

Естественным образом возникает вопрос о возможности построе
ния функции, имеющей наибольшую сложность, множество единиц 
которой содержит лишь смежные классы нулевой или ограниченной 
(не зависящей от п) размерности. Иными словами, требуется постро
ить аналог .счетчика четности* для нового класса формул, а также 
выяснить, сохраняется ли для него свойство максимальной сложнос
ти реализации.

1. Обозначим через Еп множество вершин л-мерного единично
го куба, рассматриваемого в качестве л-мерного линейного простран
ства над полем Галуа 0Г(2), т. е. £"-{»=(«։....... ’») 1а/€{0, 1}}. Через
Р(п) обозначается множество булевых функций, зависящих от не 
более чем л переменных.

Пусть тогда множество = 1' н (Зывается
множеством единиц функции /.

Определение. Функция ДР(л) называется линеаризируем
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мой, если { представима в виде произведения конечного числа Ли
нейных над 0Л'(2) Функций,. _

Легко проверяется, что для линеаризируемой /£Р(п) множество 
единиц Л//—суть смежный класс (сдвиг) по некоторому линейному 
подпространству в Еп.

Определение. Выражение вида • • • \/А» где ли
неаризируемая функция, I— I....... т, называется линеаризирован
ной дизъюнктивной нормальной формой (л. д. н. ф.). Число т на
зывается длиной л. д. н. ф.

Определение. Л- д. н. ф. /х\/.. Х/А называется 
кратчайшей, если функция / не может быть реализована с по
мощью л. д. н. ф. меньшей длины.

Геометрически ренлнзац >я функции / посредством л. д. н. ф. 
соответствует покрытию множества 14, системой смежных классов. 
Следует также отметить, что обычная д. н. ф. есть частный случай 
л. д. и. ф.

Очевидно, что всякая пара вершин из £’ составляет смежный 
класс и, следовательно, является множеством единиц некоторой ли
неаризируемой функции. Поэтому, если /V/ не состоит из одной-един- 
ственной вершины, то размерность смежного класса, содержащегося 
в Д;/ и не содержащегося ни в одном другом смежном классе в IV/, 
не меньше, чем 1. Т. е. каждая вершина из содержится в смеж
ном классе, состоящем из двух вершин.

2. Рассмотрим теперь следующую задачу. Обозначим через 
^(п) = п1ах|Л|, где |Д|—мощность множества А, пробегающего все 
подмножества в ЕЛ, не содержащие смежных классов размерности 2. 
Требуется оценить величину А(л).

Теорема.

1, при п—0 mod 2
-Д=-, при п=\ mod 2 
/2

Доказательство. Верхняя оценка. Пусть Л ={а1։ а։, ....
с£л и не содержит смежных классов размерности 2. Т. е. для лю
бой тройки а, 8, •[ вершин из А имеет место: з4-?+т€Л (здесь 4— 
сложение no mod 2).

Рассмотрим множество всевозможных сумм вида я14֊вг4֊«/, где 
р=4=/ и /,/€{2, 3,..., А}. Нетрудно проверить что все такие суммы 
/а зличны, ибо из а։4 а/4яу=я։-| ар4-а^ следует 4՜в/4-= 0. Если 
все а/, ау, различны, то я/4֊яу4֊ар-а^Д, что противоречит оп
ределению множества А. Если з/ = ар, тогда т. е. тройки («։,

я/. ’/) и (а։, зр, а9) совпадают. Всего имеем
А-1Х (А—1)(А —2)

2 Г 2
различных сумм вида al4-a/4-«#t^- Следовательно,

(А-1)(А-2)
2

+А^2«,
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Отсюда получаем А* -А4 2 < 2 • 2Л и ^А__ ■' 2.2"______!_ о

Х2П. Окончательно А ^/2 . 2®М д.
2 '

Нижняя оценка. Нижняя оценка получается прямым построе
нием. Пусть п=0то(1 2. Рассмотрим Еп в качестве конечного поля 
С1Р(2п) (см. (’)). Тогда имеем 2л-1 = (2^2- 1)(2"'’+1), и п является 
наименьшей степенью двойки такой, что 2ла1 то(1(2',/’-|-1)< ибо при 

2лг 1 тос?(22/л4-1) число л делит ли в то же время-֊֊<$, поэто

му 5 = п.
Обозначим через Й(л) группу корней (2"/2 г 1)-ой степени из 

единицы в поле 0Л(2л), т. е. Щл) —множество корней многочлена 
п *2

х2 ՛ +։-|-1. Очевидно (см. (’)), что |й(л)|»2я'2 Ч- I и 0(л)—циклическая 
подгруппа мультипликативной группы ненулевых элементов поля 

л *2
0?(2л), т. е. й(л) = {1, 7(, т’ }, где ^ — примитивный корень 
(2л/24-1)-ой степени из единицы. Кроме того, степень расширения 
О/Г(2’(т|) над 6А՝(2) равна л, т. е простое расширение С?/?(2)(^) сов
падает с С/г(2").

Покажем теперь, чти £2(л) не содержит смежных классов раз
мерности 2.

Пусть х, у, г, ю— различные элементы из 12|л) и хЧуЧ’Ч^- 
= 0, т. е. они образуют смежный класс размерности 2. Из х + у-{-г4 

я/2
следует хЧ-у + ги (хЧ-уЧ-г)2 +’ = 1. Тогда 

л/1 , ,л/2 .пГ2 ,п/2 к1=(х-|-уд-г)(х4-у+г)’ = (хЧу4֊г)(х- +у։ Ч-г’ ) и ввиду х, у,

г£Щл) получаем х- -х՜’, у։ =у֊1։ г* —г՜1. Итак, (х-г-уН-г) 
Х(х-Х Ч-у-Ч-г՜1)-I.

Пусть х — тГ, у-*т\ г = т1т. где 0^*<3<7 < 2՞'3- Тогда (чЧл’т 
ч-т?)(тг' +^г’+тгт)=1и ։ =։,

»_|_у-7^.7|Т-«_]_т.з-т_|_Т|1-3«-_о. Обозначим р^ — з, </ = ;-։. Яс
но, что р<? и 0<р<<7^2’1 2. Далее получаем т;-/’-|֊т^4-т(-‘?Чт|*Ч- 

гр-ч -|. Умножим предыдущее равенство на тдр 17 и получим
Т(« _|_ г^Р+Ч -|- тр + т/* +• 2?֊|- ^Ч֊ -■ 0,

(т/’Ч-’J’) +
(тЛЬтН(ЖЖЖЖ)-О, но

r(p+« - (l+^'Xl+V)» следовательно получаем (4֊»»•)(!4՜ 
Ч-Г<р)(1 т’!в)=0’ что невозможно, ибо р Ւհ и ՕՎ/?<Հ<7<2՞ 2, а ^ — при
митивный корень (2л/аЧ-1)-°й степени из единицы.

Таким образом, О(л) не содержит смежного класса размерности 
2 при л=0 mod 2.

При л ֊1 mod 2 аналогичное построение производится для 
6А(2Л'։), а далее множество 2(л—1) погружается в один из (л —I)- շ«/շ
мерных интервалов в Ел и ]2(л—|)|=^ր=-4՜1«



Следовательно, с 2л/г֊|֊1, гДе с= I при л-^0 med 2нс֊
I 

/2
при п—1 mod 2.

Теорема доказана. " * ’
Замечание!. 11ри /։=mod 4 к Q(п) можно добавить также и<■

О, ибо при л՜ ֊ у г = 0 для х, у, z£L‘(w) имеем х<у££2(л) и (x-f- 

-1֊ у)։’ ■*’- 1, т. е. (х+уХх-1 2֊!֊)’՜’)’ 1.

, где (2Л/2 1,3)—наибольший общий делитель чисел 2Я/2 г I 

и 3. Поэтому ввиду «=^0 mod 4 имеем — е֊0 mod 2 и 2Л/* • I не де-
2

лнтся на 3. Следовательно, /?-2л'а+ I, но 0<?—։<jp=2"/2-}֊ 1 и т/из-м 
=f-- I и получено противоречие.

Замечание 2. Естественным образом получается также реше
ние двойственной зада in о „прокалывании* дзумерпых смежных 
классов в Еп. В самом деле, пусть /(zz) — наименьшая мощность мно
жества вершин из Еп, пересекающегося с любым двумерным смеж
ным классом в Е'. Очевидно, что я(л) + 1(п) — 2՞, поэтому 2Л— 
— О(2Л'*')> /(zz)<_,2”, т. е. получается асимптотика для 1(ц).

3. Доказанная в предыдущем пункте теорема свидетельствует 
о том, что кратчайшее покрытие множестве единиц функции, состоя
щего только лишь из одномерных смежных классов, имеет длину 
порядка О(2л/а). Стедовательно, функция наибольшей сложности в 
классе л. д. н. ф. не может состоять из смежных классов наимень
шей возможной размерности, ибо, как это следует ив (*), почти все 
функции из P(/z) имеют л. д. и. ф.-реализацию длины порядка не

(2я \ А ' ՜ *—------ ). Таким образом, получено еще одно су-
zzlog։zz /

шественное отличие задачи кратчайшей л. д. н. ф.-реализации функ
ции из Р(п) от задачи реализации булевых функций обычными д. н. 
ф. Следует также отметить, что функция, построенная в теореме (с 
множеством единиц, совпадающим с (2(л)—множеством корней 
(2л/--Ь1)-ой степени из единицы в GF('2n)), является прямым аналогом 
.счетчика четности* для класса д. и. ф. над линейными функциями.

Автор благодарит чл.-корр. АН СССР IO. И. Журавлева за по
лезные обсуждения работы.
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Пусть х-т(։, у=тД 0<а<?^2" тогда (V-} 1 и
1 + т|’-3Т т(Л~’л ! = 1 • Далее т(’-’-+-т^-*= 1 умножим на т/՜' и получим 
1-+V Последнее равенство умножим на т/-*-+-1 -О, тог
да получим 7(3<--“>+1 - 0. следовательно, 3(?—։)~.О mod (2",,д4-1)- 

Однако 
2Я/Д4-1 

(2л/2+1,3)

наименьшее р такие, что 3/г^.О mod (2л/։-}-1) — это р*-.
L
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Ա. 1Լ ԱԼ1ւ₽էՍԱՆ8ԱՆ

որոշ Էքստրեմւոլ (սևցրի ւ|երսւ|>
Գծային ֆունկցիաների նկատմամբ ղիցյունկտիւ| նորմալ ձևերու| լ՝ու[յան ֆունկցիաների իրականացման |>աւ՚ցուք> |>սն նետ կաս|ւ|ած երյա|

'^Ւ,9ոլք ^Ո-Ը ֊չափանի միավոր խորանարդի գագաթների բազմությունն
որբ դիտարկվում է որպես Ո֊չտփանի գծային տարած ություն ՇՐ (2) դաշ

տի նկատմամբ։ նշանակենք' հ( Ո ) — |Ո«որաեղ և 2, 8, -'« -4- ? Հ֊ Հ(Հ4 :
Աշխատանքում ա պ ար ոււյվտծ է, ո բ Շ • 2՞/ ' -|- 2 - 2՞ ՚2 0,5.

որտեղ ք«] երբ Ո--0 ՈԴՕճ 2, և Շ- երբ Ո 1 Ո10(յ 2:
ЛИТЕРАТУР А— Դ Ր <1 •• <1 Ն Ո I՛ Р 3 Ո I՛ Ն
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