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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
С. М. Мхитарян, Мохамед Абдалла Ахмед Абду

О сравнении различных методов решения интегрального 
уравнения плоской контактной задачи теории упругости

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 31/7111 1989)

В работе (') приведены разные по своим аналитическим структу
рам формулы решения интегрального уравнения Фредгольма первого 
рода с логарифмическим ядром, описывающего плоскую контактную 
задачу теории упругости, которые были получены методами теории ло
гарифмического потенциала н ортогональных многочленов Чебышев I, 
методом М. Г. Крейна и методом сингулярных интегральных уравне
ний- Там же был поставлен вопрос об идентичности этих различных на 
нид формул и было показано, что формулу решения упомянутого ин
тегрального уравнения по методу сингулярных интегральных \равне
ний можно свести к формуле решения того же уравнения по методам 
логарифмического потенциала и ортогональных многочленов Чебыше
ва. Эту же последнюю формулу можно получить также исходя из фор
мул решения М. Г. Крейна, что и делается в настоящей статье.

I В формуле (1.9) из (։), дающей решение обсуждаемого инте
грального уравнения (1.1) (там же) в симметрическом случае, т. е. 
уравнения (1.3) (там же), без ограничения общности можем положить 
а=1. Далее в этой формуле (19) положим /.(л)=72л(-<) (л I. 2, ■ •)• 
где 7՝л(л)—многочлены Чебышева первого рода, и последовательно 
вычислим фигурирующие в ней интегралы. Сначала вычислим интег
рал

(х = м/; п — 1, 2,

Воспользовавшись формулой ((2), с. 849, ф. 7.349)

I
I (1-/’)-’/2Т,(1 г‘у)бИ=-ЧР„(1 уНЛ-1(1— у)|. 

-1 / 
а также формулой ((а),с. 1050, ф. 8.961.8) .».՛• >

2Р<-, ">(л-) Р (л)֊ Рч- 1<л ),

где РЛ(д)(л-0. 1, 2, ...) —многочлены , 1еж1андра, а / ■’(•՝)
1.2, ...)-многочлены Дкоби, и обнаружив, что Тг.:(/)=Гп(2/*֊1) (« = 

в0. 1,2, ...),
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оудем иметь

/л(и)=2-р<-|.0|(2„>_1) (я = I. 2, . (1.1)

Отсюда находим

/(|.~ ‘1^! .-/пгрА1)(2и։_|) (л—1,2. „ ). (1.2)

<1и

Формула (1-2) даст возможность вычислить значение 7(1) в рассмат
риваемом частном случае / (а), где ./(//)—функция, входящая в 
формулу (1.9) из ('). Учитывая известную формулу ((3), с. 171, ф. 3), 
получим

Д1)-2л1п2 (// = 1.2,,..). (1.3)

Далее положив

(1 / с11п\ а 4/’’>
Л2>(«) = 77-|и^л։)(м)1= + и~7~ •

при помощи (1.1) и (1.2) будем иметь

1^(ц)=2-пиР^(2^- 1) - 2-п(ц -■ 1)м’Р0Д’(2и’- 1). (№1.2,

причем всегда считается, что Р^’(х)=^0, если л- — 1, —2,...
Теперь положим

аР^’](2м։ —I )^«
4֊ 2 «г И ( И

и в этих интегралах сделаем замену переменных

5 = 2д։-1, /4а=1- —(1-5)֊ (0<-<1).
2

В результате простых преобразований придем к выражению

«.(0 + —0+։)б.(0+

(1.4)(5-2а’֊1; л-1.2, ...);
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I

Кл(5) = | (I—1֊(1-^|<Л. 
' 1

° г. ! .֊ . ' М

Займемся вычислением последних интегралов. С этой целью вое 
пользуемся известной формулой ((2). с. 856, ф 7.392.1)

1

б

Г(а + « + 1)Г(/.)Г(н) 

гт!Г(э! 4֊ 1)Г(/.-г р)

(Ке> >0; Кер>0) (1.5)
где Г(х) - известная гамма-функция Эйлера, а

5^ (а1 )* (а»)'»( )'П

՛■ о ( ?։)'г (?г)л^’ (1.61

обобщенный гипергеометрический ряд (1).
В случае функции /УП(Е) н (1.5) положим /.= !, р-1/2, я-0’ 

?-1, * — 1— ; и п—41 — 1. Получим

ВД=2։Г։ Н + 1. п 4-1, 1

гле Л(а, р; 7; 2)—известная гнпергеометрическая функция Гаусса. Та
ким сбразом, в разбираемом частном случае обобщенный гмпергео- 
метрнческий ряд вырождается в обычный гнпергеометрический 
ряд Л. Далее, используя известную формулу из (э) (с. 172, ф. (16)), 
будем иметь

= Т77ГТ5У («=>.2,->. (1.7)

Обращаясь теперь к функции Ся(;). в (15) положим / = 1. и — 
-1/2, а—1, р-2, 7-1—;, Л_Л—2, Чго даст

б,(0=2(л—/х-|֊2,1; 2, ֊: (л-1,2...). (1.8)

С другой стороны, если положить

йл(г) —г,/-/—л + 2, ян-2, 1; 2, г) (г = (1 -0'2).

то при помощи (1.6) легко показать, что

—- “ р(—п-|֊2, дЧ-2; —I (л = 2։ 3, ...).
dz \ 2 /

Опять воспользовавшись указанной выше формулой ((3), с. 172, ф. 

(16), обнаружим, что

(^Пп _ /;;Г(Л-1) 
йг ~ 2Г(л-1/2)

-2г) (я—2, 3, ,..)
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Отсюда
I • I • •

Если в последнем интеграле положить 1—2г=т и воспользоваться из
вестной формулой ((3), с. 172, ф. (17)) го п6л))чим

Лл(-) ՛ ֊ * /Л ։/2Л/.'1/ । _О֊\
2Г(а-1/2)(л г 1) п 1 ՝ 1 С. (1.9)

Так как //„(0)=0, то отсюда С—1/2 (//’—1). Теперь с учетом (1.8) и 
(1.9) окончательно будем иметь

о
Оп(;)՜՜ Г(п-Г2)(« 4-11(1 - -) Р;_’, 2 3 2>(;) 4

(п ‘ !)(!—;) ։
(1-10)

Наконец, вполне аналогичным путем получим

АГД;) = -
Г(л /2)(п 4֊!)(!-') (п <֊ !)(!-;) '

Далее, подставляя (1.7), 
элементарных преобразований

(1.10) —(111) в формулу (1.4),
находим

после

к/пп!
А п (х) = -^=---------------

/2Г(л—1/2) /1-5 2л-1
(1.12)Р(|/:.И2)(Н_

/1— I л 7

т.пУ 2

/ГД 2х>-1, л = 1. 2..

Теперь в формулах ((3), с. 177)

(п=0, 1,2, ...)

Р<;-։/։л/2)(2Л։_1)о Г(л 4-3/2)Г(> ) 
/-Г(л-Н֊4֊1 )х

где </*(х) — известные многочлены Гегенбауэра, совершим предельный 

переход X—-0 и учтем, что ((*), с. 1044 ф.8.934.4)

Нт Г(/.)С(х)=— 7՝.(х) (/7 = 1.2,...).
>.~0 Ц

В результате получим

р.-1/>.-1/1>(!и._1) . К« + 1'2> Гм(х). (л = 0 1>2> . .) 
У г.п\

р,-1/г../В(2х>_1)_ 2Г(л+з/2) Г։о1(х)
/г(?лч-1 )//!х

Далее, учитывая (1.14), можем записать

риР}։/’>(0-( 1 + 2>(0=»

(1.13

(1.14)

78



2(1֊0

п( 2п -1)

2(1 х»)
■В — ■■ —

Л'

Г(л4 1/2)
Л.(2л-1)я!

п с!х\ г кГ(л)х

Чт Г(а)С;^,(л) 
л -• — I (я«1, 2. ...).

" и у

С другой стороны, при помощи (1.13) легко показать, что

Иш Г(л)С* (л)- I 1-м+\(х) _  Г2п |(л)

л 2л 4- 1 2л-1 (л=1, 2, .. ).

В результате после несложных преобразований

Ц։)-/..(2х։-1) = - 4Г(л-|-1)>2) 
/г(2л-|)Г(л)

^2л(Х) («= I, 2, .
(1.15)

Теперь сопоставление (1.15) с (1.12) окончательно даст

А(х) =
-п( 1 -7\л(х))

(И = 1. 2, ...),

и, следовательно, приняв во внимание (13), по формуле (1.9) из (’) 
получим г

РАх)- (0<л<1, л-1,2.

что эквивалентно спектральному соотношению

7՝2П(5)(15
V1-№

= —Т2я(л)(|л|<1,н-1,2, 
2п

Последнее совпадает с (I 14) из (*) при четных индексах (л—2л) и 
при а — 1.

Вполне аналогичным путем исходя из формулы (1.1) работы (։) 
и полагая а — 1, /_(л)-=Г2л_։(х), получим (1 14) из (։) при нечетных 
индексах (л—»2л—1).

Таким образом, исходя из формул М. Г. Крейна (1.9) — (110) ч 
(1.6), приведенных в работе ('), можно полечить спектральные соотно
шения (1.14), которые также приведены в (’)•

2. Теперь в только что указанных формулах М- Г. Крейна, как з 

('). положим

/(л) = V апТп(х/а) (ИО), 
л—0

предполагая (։) что /(х)бС,|-л, а |, а вторая производная /"(л) в 
интервале (—а, о) удовлетворяет условиям Дирихле. Если \че<ть, 
что в соответствии со структурой интегрального уравнения (1.1) из 
(։) следует функцию /(л) заменить на /(х)+С и принять в ՛ внима 
кие первое условие (1.2) опять из (*). то ня осн ванни наложенных 
выше результатов снова придем к формуле



р(*)- Р+ 2Ճ папТ п(х/а) 
л — 1

(И<и).

• V’ •
совпадающей с формулой (1.15) 
зать. *’ ....................

:• I . •
работы (։)> что и требовалось покэ-

• 1 •• I
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и. 1Г. ՄհւՒՒԱՐՅԱՆ. 1ր1ԱԱՄ1ւԴ ԱՐԴԱԼՍԼ ԱյՈւԴ ԱՐԴՈՒ
I Լււ ա ձղակ անուր յան տես արյան հար թ կոնւււակտա փ 1ւ իւնւ|ւփ ի 1ւ տ Լ <| г 111 լ հավասարման յածման տարրԼր մերողների համեմատման մա ս|ւ 1ւ

ներկա աշխատանքում, որր նախորգ աշխ ատ ունքի շ ա ր ո ւն ա կ ութ յ անն է , 
առաձգականության տեսության Հարթ կ ոնտ ակ տ ա յին խնգիրր նկւսրագրոգ 
լոգարիթմական կորիզով ՖրեգՀո/մի աոաջին սեոի ինտեգրալ հավասարմ ան 
լուծումը' արտաՀա յտված Մ. Գ. Կրեյնի մեթոգով ինտեգրալների մ իջոցով, 

ձևափոխվում է նույն հավասարման լուծմանր' արտահայտված Չերիշևի 
օրթ ոգոնալ բ ա պմ ան դա մն ե րի մեթոդով անվերջ շար րի մ իջսւյով։ Այդ րանա- 
ձևերի մեկիդ մյուսին անւյումր ւյույւյ տայու Հա րժՀռւմ են լ ոգարիթ֊

մական սիմետրիկ ^ո(է111Լով աոաջին սեռի ինտեգրալ Հավասարման լ ածման 
//". Կրեյնի րանաձևերր, երր Հավասարման աջ մասր վերցվում է զույգ 
կամ կենտ ինգերսով' Չերիշևի առաջին սեռի ր աղմ անգամ ի տեսքով։ Արգյուն - 
քոսք ս տարվում են Չերիշևի րա գմ անգամներ պարունակող / ոգարիթմական
սիմետրիկ 

Կ 3"49
կ^րիդով Հայտնի սպեկտրալ տոն չու թ յունն ե րր է որոնք] օգնութ յամ ր 

տրվում նշված ան ցում ր։
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