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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА
В. К. Брутян

Преобразование сложной системы в полностью управляемую и 
наблюдаемую подсистемы

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р Взршамовым 23/Г 1990)

Введение. В настоящее время процесс алгебраизации теории уп­
равления имеет большое практическое значение (*՜3). Теоретическое 
значение этого процесса состоит в том, чго с помощью алгебраических 
методов удается описать точное решение задачи синтеза системы управ­
ления, причем сама структура системы получается в результате реше­
ния задачи без каких-либо упрощений интуитивного порядка (4 7). В 
данной статье предлагается метод эквивалентного преобразования ав­
томатической системы в особенно удобную форму полностью управля 
емой и полностью наблюдаемой подсистемы. Приводятся условия для 
эквивалентного преобразования нестационарной системы. Подобный 
метод позволяет эффективно решать задачи синтеза в рамках сложных 
систем управления, поскольку при алгебраическом методе представля­
ется естественным при описании задачи синтеза включить параметры, 
характеризующие неопределенность и нестабильность переменных сис­
темы.

Постановка задачи. Рассмотрим автоматическую нестационарную 
систему, описываемую уравнениями (’*)

х-А'(1)х+О'(1)и, х(/0} — х0.

где х—л-мерный непрерывный вектор состояния системы;

(1)

и — г-ме ՝-
ный непрерывный вектор управления; у—/п-мерный непрерывный нек-
тор ревультатов наблюдений; А'(^). и #'(О“огРвниченные и не՜ 
прерывные пХп, пХг и гпХл-мерные матрицы на интервале /,, эле­
менты которых непрерывно дифференцируемы п —2. л—1 и л—1 раз.менты которых непрерывно диц

соответственно. По обозначению верхний индекс / матриц А1 -А'(/), 

£>։ — О’(0 и = соответствует процессу х(О-
Из современной теории управления нввестно, что необходимым 

и достаточным условием полной управляемости (система может быть 
переведена из любого состояния х(^#) в любое состояние х(7) при 
любом /0 и любом Т>/п) является то, что матрица управляемости 

Р« = Р'(0 имеет ранг л в интервале Л (”•’). Здесь предполагается, 
что критерий управляемости принимает форму. Пусть заданы матри­
цы системы 'Р<.Р>...... Р'п}. Составим матрицу Р' -[Р։'Р] ... Р'|, раз­
меров пХпг, первые г столбцов которой совпадают со столбцами
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г . ...
матрицы /)’, т. е. Р,1->/>’, а последние г столбцов матрицы Р1 обра­

зованы матрицей .4|Р]4Р‘;՝Т. е> Р,1,, ~ А1Р*, ։*ТГ2Г..,Гл — 1. 
Л

Аналогично составляется матрица Р’=Р>(/) полной наблюдае­
мости р< =|Р[ р< ... где Р|=//>, Р'41 = Р'.4' + Р', / = 1, 2........
п— 1, штрих означает транспонирование.

Требуется эквивалентным преобразованием исходную систему 
(1) привести к форме, где имеются полностью управляемая и пол­
ностью наблюдаемая по (системы на интервале Л. Эквивалентным пре- 

А ’ ‘
образованием является произвольная, вещественная, диффе­
ренцируемая и невырожденная матрица размера «Хи такая, что под­
становка в (1) приводит к уравнениям

к = Дч<р_|_/)пИ։ г»(/о) = г’о, 

у = №1 т».

где Н»-//•(?֊>.
Здесь следует заметить, что верхний индекс II матриц А11, О" 

и Н" определяет необходимую, т. с. требуемую структуру перемен­
ных г(О преобразованного состояния (см. ниже формулу (4)). Мож­
но показать, что преобразованные матрицы полной управляемости и 
полной наблюдаемости определяются соотношениями

Р" = рР>. (2)

(3)
и так как матрица Ц невырожденная, то ранг Рн — ранг Р1, ранг 
Рн = раиг Р1. Следовательно, при данном преобразовании полная уп­
равляемость и полная наблюдаемость не теряются.

Преобразование нестационарной системы к виду управляемой и 
наблюдаемой подсистемы. Требуется привести (I) к следующей форме

®1

V,
V,

а’Л 0 о
О О О
°л а» аэ1
О аИ 0 а՛; Г:

14)

у-|Л}' А<« 0 0|ш

где элементы /»1;4) сами являются 
с!,, А,—векторы соответствующих размеров,

, •- л
матрицами, а компоненты 

■г՛, есть ^/-мерный вектор,
причем подсистема

V «II о
«»' «I!

1° 
I V

(5)
з

<. I «

6<л
имеет матрицу управляемости, для которой

г- Г

I: Г.

ранг Ри Ри ,, 1 „ . „~ п1 т п՝
Ри Ри ■'

а подсистема
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V 
I • I

°1! "!!•
•о а" : V. у=|л;’ ли । ^1

(6)
м ■ г '

имеет матрицу наблюдаемости, для которой

ранг и
>1

Новая форма (4) обладает определенными преимуществами, так 
как подсистема (5) является полностью управляемой, а подсистема (6| 
полностью наблюдаемой. Из уравнений (4) следует, что переменные 
V, н т»4 не зависят от управлений, а результат наблюдений не зави­
сит от переменных г՛, и Это означает, что по переменным т՛, и 
система (41 неуправляема, а по переменным г», и ненаблюдаема.

Теорема. Автоматическая система (1) приводится к форме (4) с 
помощью преобразования С? тогда и только тогда, когда

а) матрица Р1 имеет ранг (л։4 п3) и может быть представ­
лена в виде 

а матрица /?’ имеет ранг (л,-!-//,) и может быть представлена в 
виде

Л'-М. +*,*,:
б) матрицы 0՝, и 1, определяются как

к.з кп я«|, ^-Рп 131

где %։/ и 1)1 матрицы размеров пд/лгп) и тпрхщ, соответственно. 
Кроме того, матрицы Ф< и я,— дифференцируемые матрицы разме­
ров П1Уп и пу/ц ранга щ, причем имеет место соотношение 
՛№) —'ч;/ц, где Ъ(/ есть дельта символ Кронекера, а К—единичная 

матрица размера гцХп,, г,/ = 1;4.
в) удовлетворяются соотношения

ранг ранг
^11 Л»

/»։
(7)

I ёч
- п3 ■•֊ П։, = Щ-Пг.

Доказательство теоремы приведено ниже.
Построение преобразующей матрицы ф. Проце ։уру построе­

ния матрицы преобразования можно сформулировать следх’ющим 
образом.

1. Разложить на составляющие произведение ЬХОХ=-КР и опре­
делить матрицы О] и £].

2. Решить уравнения ^^'=0^ и относигельно и <р։.
3. Разложить на составляющие равенства

Рх—<р։б։ = <р։С7։ и К'— 7-։Ф։=7։^։

и определить из них £։. ՛•*,. ®։ и О,.
4. Перейти от % к ?։.
5. Найти матрицу ?4 как совокупность из л4 дифференцир\емы\ 

столбцов, обеспечивая невырожденность матрицы -|?։ г։ ъ
Пример. Привести к управляемой и наблюдаемой форме сис­



тему вида (1), где н[։ ——2, <2^=/—3, а}3“ — а^= — — /, а|, = /։— 
-3/4-1, а’։=й’= 1, </^ ֊-3, а|3=^«=2, <4 «=/’—2< —1; Л|=Г։, а‘։«» 
=и|,^а‘։ = й’2₽я],««/։и,»а],=Л|=Л^О. В этом случае имеем

1/2 2,5 1/24 8 31 | 20
-1 ֊1 —1 -I
ООО о
ООО о

о -р о 1
О Г(/?2) о /(3/4-1)
О -/(/-4)—2 О (3/4-1)(/'-3/4-3)֊44
О /(/-6)46 О (Г 1 ХЗ/’-^/Ч 25/4-10)4-28'

Отсюда получим

/(/4-2)
— /(/—4)—2
/(/-6)4֊ 6

Решая уравнения ф1/>։ = б1 и имеем

*։=<?;=|о 1 о о|

Разложение матриц Р1 —?։<Л и Р1-/■։?։ приводит к следующим ре­
зультатам ?։-=|0 0 О 11. 63=—2|-1/2 2,5 1/24-8 314 20],

1
/(3/4-1)

(3/-г !)(/’֊3/ + 3)-44
(/֊ 1)(3/э4֊<‘4-25/4-10)4 28

Тз=|1 О О О]'.

Тогда 4։ = |1 0 0 0|; 'Ь* = |0 0 10], а матрица С] определяется соот­
ношением ф'=[^ ՛>' 1>3 Ф‘|. Используя матрицу

- 0 1 О О
0 0 0 1
10 0 0 
0 0 10

можно представить исходную автоматическую систему в форме (4).
Доказательство теоремы. 1. Доказательство достаточ­

ности. Матрицы У?1 и Р1 могут быть представлены в виде

У?1- ги
'Л
О1

г„ О О 
ггг О О 
г„ О О 
г„ О О

Ф1

•?»

•ь

э

Г#П £12 £1<

Р^1?1 О
£п
О

ООО
£*։ £м £»<
ООО

(8)
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гле I. И ,, (ил« Ъ » ?։>—люб։я совокупность дифференцируемых 
строк (или столбцов), определяющих невырожденность матрицы 
I?, ’6 ♦«! («ли матрицы |Ь у, у, у.|). т։кже обеспечивающих в,.,.

волнение равенства -^т), /„, /,/ = 1-4
Пользуясь формулами преобразований (2) и (3), можно убедиться 

что соотношения (8) представляют собой матрицы управляемости и 
эквивалентной системы следующего виданаблюдаемости

г = ДН|£+ ОШд, 

у-Я">2,

«И1 «!!' 
«IV «IV

а11?
а!"

(/111 «н

«>!•

< «.;•!՛ «й1 «и1 
«IV «IV «IV «'.V

/9П1

-^|Ч
4>п

ГА1Н

//|" =
Ап>

-А!" -

Здесь верхний индекс 111 определяет переменную с(/) состояния сис­
темы. Обозначим /-тую совокупность г столбцов матрицы О' как

<Л = |£а о £13 ОГ. а /-тую совокупность т строк матрицы /. как

Ь) — R?* О» 0 0].
В результате можно записать

0/+։ = — Дп>Ог+Й|։ 0։»Д"’, (9)

А։+1 = А<ДЧ1+/Ч, /=1,2....... л-1. (10)

Из уравнений (8) и (9) соответственно получим
Д 111 аН1 а21 “л

лн> и"141 ‘*43

А'11 £»

К 31 К 33

Г<2*’։ и111 и13 “14

д|П дШ1“ 23 24

Следовательно, благодаря условиям (7) и непрерывности матри­
цы Д111, уравнение (9) обеспечивает преобразование системы (1) к 
форме (4). Что и требовалось доказать.

2. Доказательство необходимости. Пусть система (1) 
приведена к форме (4), где

* 1егко показать, что

Р"

л։| - “п
О
л11“81

«11
«я

32 33

О 
О 
«V.

Л11 г и
о

О

для / - 2, 3,. п.

г*’" 
о

р\'3
к о

О 
о" г/з

о

О
О

г

о «И о аГ

о о
О О
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• ՛է I. I
0

о

Рхх
О

Ри

। а юте я на

ак ранг

основе итерационною
Ри Ри
Ри Ри

= л։ I֊ п։, то

0

о и

Тогда матрица Р" имеет вид

Ри Ри I 
р\ । _ О О । 

Ри Ри / 
•001 

где матрицы />„, ри, рл, и р„ полу» 

процесса (II) для я։тЛ։чЗ'<Л Так к

такой же ранг имеют и матрицы />н и Р' ( оследнее на основании со­
отношения (2)). Далее, представим матрицу С^՜’ в виде |<?։ </, </4|.
То1да Р' -֊<7)|Рп Ри Ри Ри\^<Ъ\Ри Ри Ри /<>.1՛ чю и требовалось 
доказать. . Я

.Аналогично м );к:ю представить и матрицу /?', для которой 
можно исказить, что ее ранг равен /1։Дл։.
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Վ. Կ. ԲՐՈ>83ԱՆ
11չ ստացիոնար բարդ 1ւամա1|արց|ւ ձևափոխումի 

կաււաւ|ւււրե|ի ու ց|ււոարկե|ի 1ւամա1լարցևր|ւ
ւ՚Ի'1

Աչխատանքո՚մ աո աք ար կվում է բարդ ավտոմատ համ ակարդր Համար֊

մ եք //’/"/ կառավարելի ու դ ի տ ս» ր կ ե լի ենթահամակարգերով ձևափոխելու 
մեթոդ։ ք' երվում են բարց ոչ ստացիոնար Համակարգի Համ արժեր ձևա- 
վախման Համար անհրաժեշտ ու բավարար պայմաններրւ Համարժեր ձևա­
փոխման մեթոգր ցուցւսգրեքու համար գիտ տրկվ աձ է կոնկրետ ^վ,,։1ին օ- 
րինակւ
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