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Пусть на измеримом пространстве (X, V) задана положительная 
мера р. Если 5\-^. то под 2у\- будем понимать класс всех измеримых 
подмножеств множества 5. Булем также считать, что измеримые 
функции, заданные на 5, принимают значения из поля К, где К — 
поле комплексных или поле вещественных чисел. При этом через 
/-1(5, и) будем обозначать пространство всех измеримых на 5 функ
ций, которые суммируемы по мере являющейся сужением ц на 

Однако всюду ниже мы будем опускать указание на такое су
жение.

Теорема I. Пусть последовательность {Ип,п - 1,2,...} изме
римых функций, принимающих значения из ноля к, удовлетворяет 
условиям:

1) мера множества {л£ Д': Л։(л')^0} положительна,
2) если п^2, то для любого /И>0 существует измеримое 

множество ем.пЬ^.՝ на котором все функции (ц, /»1,2...... сумми
руемы и

[ |Л,|4֊ > .И 1'{|Л,|+ ... 

• V
С.И.л ГМ.л

;-|Аа_։|}^р.

Тогда для любой числовой последовательности (&п£К, п*֊ 
•=1,2,...} найдется измеримая функция такая, что все произ
ведения Ип IV суммируемы на X и

йп \Х ду = и я, л== 1,2, .

Доказательство Положим
сп=НхеЛ:|А։(х)|-*֊ ...+|Лп(х)|>0}, л=1,2........ (1)

и рассмотрим векторное пространство £ всех измеримых функций ?, 
для которых произведения

{|Л,(*)|+ ... 4|Ля(х)|Жх)
суммируемы при каждом п*= 1,2........Введем в £ возрастающую пос
ледов дельность полунорм рп, полагая для каждого л—1,2,. .,

/М'-И= 1{1М*)|+ ... +|*п(*>|}|?(*)|^14 п£- (2)
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1’ассмотриМ лалеб в полученном локально выпуклом Пространстве Е 
последовательность {/л, «=1,2,,..} линейных функционалов, полагая

• •
j Л„?</|ч f6£, /1-1,2....... (3)

V

Для доказательства теоремы мы воспользуемся известным в 
теории локально выпуклых пространств предложением (см., напри
мер, (’), с. 5), состоящим в том, что если пространство Е полно и 
каждый функционал 1п непрерывен по полунорме рп, а при л >2 
разрывен по полунорме рл_ь то для любой последовательности 
(Л՜, л=1,2, ...} найдется элемент для которого

п = (4)
При этом предполагается, что все функционалы !п ненулевые, а по
лунормы рп образуют неубывающую последовательность

Полнота же пр /странства Е означает здесь, что для любой пос
ледовательности {<?*, Л = 1,2. ,. .Jef՝, фундаментальной по каждой 
полунорме рп, существует элемент ъ£Е такой, что

Пт ф*)=0, /£=1,2,....

В рассматриваемом случае из условий теоремы следует, что все 
функционалы 1п ненулевые, а полунормы р„, очевидно, образуют 
неубывающую последовательность. Докажем полноту Е. Пусть пос
ледовательность {?*££, 6=1,2, ...} фундаментальна по каждой полу
норме рп Это означает, что при каждом л—1,2,... последователь
ность функций (|А։|4 ... +|ЛЯ|)»», А = 1,2  фундаментальна в прос
транстве £/зл, ц). Если эта последовательность сходится в среднем к 
функции ‘4*л(-£.։(зл, ц), то положим

I ______ 4*1_______  х^п
фя(*)- |Л։(х)|+■ ... + |Л„(х)!

| 0 , -х€А\’л,

где п пробегает значения 1,2...... Очевидно, Ф„ измеримы и

Пт I {|А։|-+- . . 4-|Ля|}|?л֊Фл|^-0, л-1.2.......
.V

Из этого соотношения нетрудно усмотреть, что функции Фл оп
ределяются на зп однозначно с точностью до значений на множест
вах нулевой меры. Поэтому, принимая но внимание, что злОт при 
п<Уп, мо кио принять, что Фл(х)-Ф,л(х) для всех Х(^п. Положим 
теперь

==и=. п
и зададим измеримую функцию Ф на А' следующим образом. Если 
хс-3, то ^зл при некотором натуральном п Положим Ф(х) - Ф,(х). 
1 ели же՝4У-А' з, то положим Ф(Л')=0. Очевидно, что

, . , 0», Нш
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Отсюда стандартные выкладки приводят к включению Ф££, по
этому пространство Е полно. Заметим далее, что, как нетрудно ви- 
деть, каждый функционал 1„ непрерывен по полунорме рп. Докажем 
разрывность функционала 1п по полунорме рп-\ при п^2. Для этого 
воспользуемся условием 2 теоремы, полагая при заданных п 2 и 
М > О

е.\р( —/агрЛя(х)), Л*£<? II.л, 

х^е.и.л.
•՛■• I

Из упомянутого условия следует, что !ця принадлежит прос
транству Е, ибо все А<։ («1,2,..., суммируемы на с’.ч.л. Имеем далее

| |Л,|4֊>М р|Л,|+ ... +|Л„_1|}</|.=

Ш ГМ. п

-л/ {1М+ ... Н֊|А,։_1|}|®,м.л|^!1 = Л1/’л_։(<рк.л),

что и доказывает разрывность /„ по полунорме рп֊\. Поэтому, сог
ласно сказанному выше, теорема доказана. Отметим один ее важный 
частный случай

Теорема 2. Рассмотрим систему уравнений

/=1,2,..., (5)
1

где а1к принадлежат полю К, I, А= 1, 2, .... Если
1) не все коэффициенты а\к первого из этих уравнений равны 

нулю,
2) для любого .И>0 и любого п >2 существует (г такое, 

что
я—1

К*1 > М V Ы.
Г-1

то для любой последовательности 1= 1,2, . .} найдется
последовательность {и^К. £■= 1, 2, ...}, удовлетворяющая системе 
уравнений (5) и такая, что все ряды в левых частях этой систе
мы сходятся абсолютно.

Доказательство. Для доказательства примем в качестве X 
в предыдущей теореме какое-нибудь счетное множество. Х = 
= {х։, х։, ..., хп, ...}, и на о-алгебре всех его подмножеств зададим 
меру полагая меру одноточечных подмножеств равной единице 
(можно было бы рассмотреть и конечную меру, полагая, например, 

и({**})и —՛» £ = 1.2,..., однако в предыдущей теореме конечность 
Д’

меры не предполагалась). Пусть далее функции ЬЯ:Х-К, л—1,2. ...» 
определяются соотношениями йп(хк)-= ап*, £=1,2, .... Очевидно, ус
ловие 1 означает, что : Л։(х)^0)>0. Далее, если выполнено
условие 2, то обозначим через е,ц п одноточечное множество {х*}. 
При этом все функции Н,, / = 1,2, ..., окажутся суммируемыми нд
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множестве е.м.п и условие 2 предыдущей теоремы будет выполнено, 
Если И —решение Соответствующей проблемы .моментов, то полагая 
Ид- (-'•*)> 1» 2, • . мы получим решение системы (5), причем
все ряды в левых частях этой системы будут сходиться абсолютно в 
силу суммируемости функций !։п и/, л=1,2, ....

Заметим, что утверждение теоремы 2 при более ограничитель
ных условиях, а именно в предположении, что бесчисленное мно
жество коэффициентов ц։* первого из уравнений системы (5) отлич
ны от нуля, принадлежит Г. Пойа (см., например. С), с. 44).
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2. II ՄԱՐՏԻՐՈ118ԱՆՄոմԼնսւնԼւ-ի 11| 1'11 р IԼ ւք |ւ լ ո I ծ ե |ի ո г р յ ш ն մի պայմանի մասինԱ, V, 1է)^փով օժտված տարած ութ յան վ(1ա դիտարկվում է //ղ լա - 
փելի ֆունկցիաների այնպիսի հ աջոր/րս կ ան ութ յան, որ կամայական !1 ո ֆունկ֊ 
ցիէսյի մոդուլի միջինր ցանկացած լափով դե րազան ցում / նախորդ ֆունկ
ցիաների մ ուլ ուլն երի դում արի համապատասխան րա ղմությ ունների
վրա։ Աշխ ատ ան քամ ապացուցվում է, որ եթե հ յ * ր համարժեք չէ ՂՐՈ1Ւ* 
ապա հետևյալ մ ոմ ենտների պրորլեմր

ունի լուծում ցանկացած {1С’П } թվային հաջորդականության համար։
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