
дичилил. h.u: чФзпьтмл.ьгь и.ии'ьыгьиэь яы|Пгзаъьо
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
«ешввмтннвямш? iw-шwа"«мтммЧ|
Том 90 1990 № I

УДК 529.3.01

ТЕОРИЯ У1РУГОС1И
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О сравнении различных ментов решении ин трального 
уравнения Карлемана, встречающеюся в теории упругости

(Представлено чл.-ьорр АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 31/VIII 1989)

В работе (') приведены разные по своим аналитическим структу
рам формулы решения интегрального уравнения Карлемана, которые 
получены методом М. Г. Крейна, методом сингулярных интегральных 
уравнений и методом ортогональных многочленов Гегенбауэра. Там 
же было показано, что формулы решения по последним двум методам 
переходят одна в другую. В настоящей статье, продолжая рассмотре
ние поставленного вопроса об идентичности всех грех решений, пока
тывается. что исходя из формул решения М. Г. Крейна также можно 
получить формулу решения по методу ортогональных многочленов Ге- 
։ е н б а у э р а. ч ’,' '

1. Обращаясь к первой из формул (1.3) из ('). дающей решение 
уравнения Карлемана при четной правой части /.(/), в пей положим 
а I. Кроме того, в ней положим Л(/) — /) (л = 0. 1,2. | ). где
С(г) многочлены Гегенбауэра, и вычислим появившиеся при этом
интегралы.

Сначала вычислим интеграл

/„(?) = | C27(sl('։ -^«֊Ws (/i~0, 1, 2........0«1).
•/ n

С этой целью в нем положим х = ;« и воспользуемся формулой 
7.319.1 (('), с. 814). В результате простых преобразований получим 
(«֊ 0, 1. 2, . 0<5<1)

Л(О (-1)"
/гГ(л Л/2)Г|(11Л)/2| /

ЛГ’(А/2)л!'֊" ' \
Л //

где Г(х) —гамма-функция Эйлера, а / (а, 1\ с, х) —гнпергеометричес- 
кая функция Гаусса. Затем учтем зависимость межд\ многочленами 
Якоби и гипергеометрической функцией ((3), с. 172, Ф(16).1),
что окончательно даст (0<В<1)

<֊Г|(1 4-А)/2| 
(2«+Л)Г(А/2)

|.л/2»(2?1-1) (ч -0, 1.2, ..,).

Далее, применяя правило дифференцирования многочленов Якоби, 
находим

И



С//П

+ (2/г+Л)В>Р^’+*/”(25« 1)|; Сп . АЦО ГОД 
(2« Л)Г(А/2) ’ (1.1)

с//։»
Л *( ^) -•= ֊£֊ « Сп [ (2п + А)(К 4- 2)5РН. ■+ 25’ -1)4֊

+ (2/?+А)(2/։ + А Ь2):3Р<| ^л'2»(2Е։-1)] (О<«<1, л=О. 1.2, ,..).

Теперь, в соответствии с формулой (1.3) из (’) и (1.1) после не- 
которых преобразований можем записать

։■¥
ЛЯ(О= /$”(Е)(В’-Р)^֊1>/^;-Ся(2/Ц֊Л)2֊։*^(А+2)//,(И)+

В
I -»-(л+-1+А/2)Оя(и)+(п4-14֊Л/2)АГя(а)| (п-0, 1,2......0</<1) (1.2)

I
I Ня(и)~ [щ*Д(ф.В)(м^ Оя(и)~

и

I
■ = | Р^ЛтЛ/2)(т.')(т’—д/)('1~1)/2<Уг՛; Кп(и)= | ъР^+ьР)(у)(т—аУ,,-}м24у.

и • ՝ и

I (2'г-1 = -и; 2^-1 = «)
Здесь и везде Рб։*>(/)=0, если п= —1,-2, ...

Последовательно вычислим входящие в (1.2) интегралы.
В интеграле для Нп(и), перейдя к переменной г»= 1 —(I —//)- 

I (0<лС1). будем иметь
■

нп(и) = (1 -«)<**| (1 -ту''֊»/2рр.>+*/2)| 1 _(।-и)-.]а-.

о
Последний инте։рал можно вычислить при помощи формулы 

7.392.1 ((’). С. 856), положив в ней >.₽■!, у---(Л4-1)/2, а=0, ?=14Л/2, 
•{=֊!—«; п—‘П~ 1. После несложных выкладок при помощи зависи
мости между многочленами Якоби и гипергеометрической функцией 
((*), с. 172, ф. (16).1) получим (п-0, 1,2,...)

/Л(«) = 2(1-//)<Л + ')/2—'((^ТЗ);2)! (л)-----р((й+։)/։.։/2,(ц)| 2Р-1).
(1+Л)Г1«-|֊(Л + 1)/2] л՜'

’ (1.3)

Обращаясь к вычислению Оп(и), в нем также перейдем к тем 
же переменным V, х и опять воспользуемся упомянутой формулой 
из (։). В результате

«л(«)=2(|֊«)<’+'>'։֊=֊-։л7-/ч-2.л^-2+4՛ >;2. А4-3 1-п \ 
2'2/

7



где з^(3г ’։• 3»: ?1« ₽։• ')—обобщенный гипергеомстричсокнй ряд (<). 
Если положить

Ал(֊) — ֊з 1՝з( л т 2, л-{24 —« 1; 2« —_— (г- (I п),2),

то легко показать, что

57=^ />+2, Л+2+ -! —
2 2

~Г|(А М)/2|Г(л- 1ИГ|/Н(Л-1)/2|)-։Р«**’)/2Л/։>(„).

Далее, применяя формулу (17) из ((’), с. 172), полечим

Ая(г) — _ ~1 1|Г(/» 1) рк*-։)/а.з/։՝/। _о-) । р 
(2л4А42)Г[л4(А—1)/2] "-1

Так как А„(П)֊0 и Р(*л>(1)« Г(«4«41)|л1Г(’4 1)]՜’. то С=(А4- 
4 1)(л -1)(2н-гА 2). Следовательно, окончательно будем иметь (и = 
-2/2—1, л-0, 1,2,.. )

Сп(и ) =
4(1 _И)<л-1)/2г

2л ДА-4 2
1 2Г| (АДЗ)/2 |Г(л)

(Л41)Г[/14(А-1)/21
(14)р((л-п/2.з/։>(и) .

Совершенно аналогичным способом получим, что
КДЦ),-. ^П(А+5)>2|Г(п)(Г-й)^.)/2_я(^ 

(2л4Л-г2)(А+3)Г(л4-(Л41)/2) л՜*

_8Г1(Л?_3)/21Г(д)(1-Ц)(а-п/2
(2л4-Л-г2)(Л4 1 )Г| л 4(А —I )'2| "-1 ' (1 5)

г-4(1-и )<*֊’>'•( 2л 4Л 4-2)՜1 (л-2/։-1, л = 0, 1, 2, ...).

Теперь подставляя выражения Нп(и), 6п(и) и К,,(и) из (1.3) — 
(15) в (1.2) и проделывая простые преобразования, придем к следу
ющему соотношению:

Л(О=2-("+3,/2сп(2л4А)(1-л)<л-։»/21Е11±±122]П^2
| Г[л4-(й-1)/2] ^Дл)4

/.Дл) -2 1 —и
2л + Л — 1

рил 11)/2.1/2)(м)_(! +//)Р<.Л ։։)/2,з/2»(М > Д.б)

(м=2/։—1, л = 0,

Выражение 7Л(л) из (1.6) преобразуем дальше, для чего заметим, что
_4_ 4/
2л 4 II

С другой стороны, из формулы (21) ((э), с. 177) легко вывести, что

Р<։А ։ 11,'2.1/2)(/г) рцн п

рнл-1)/2,-1/2)(/г\ * (л4~ 172М (А 2)
п /гГ(л4Л/2) С^(1) (и 2/’֊1, л-О. 1.2. .,.).

1аким же способом преобразуется второй член в выражении 
/ п(«). В результате будем иметь (л =0, 1, 2, ...)
8



4//(//-2)Г(л4 1/2)Г(А/2 - 1)
Г(//-иЛ/2)(2«+Л 1)Уп с?;,2(') (и -2^-1). (1.7)

Далее подстановка (1.7) в (1.6) окончательно даст 

Л„(/)
/֊И (Л 1)/2| 

2Г(Л/2)
/2).л֊п/2 О_

(Л-2)л!Г(л -1֊ 1 '2)Г|(А4 1 )2]Г(А/2 — 1) 
Г(/;+А/2)Г1я4֊(ЛМ)/2՜]?^

С;'2(')[ (л֊ 0, 1,2.

Остается вычислить /<,»( 1) ֊- (///Я//Д)е_։ из (1.1) Эти простые вы-

числения дают

/•,,'>(]) /гГ|(Л-Н)/2|'Г(А/2). ' (1.9)

Теперь сопоставление (1.8) —(1.9) с формулой (1.3) из О приво
дит к следующему выражению для ®ДГ)-'

Г(//)(2//):со5(֊/. 2) 
кГ(2/Ц֊Л)

С^(/) (л=.О, 1.........0</<1).

которое эквивалентно спектральным соотношениям

С.^2(л)
|/ --?|Л( 1 -$2)<>֊л)^ 

- I
=) гпС^(() (// = 0, 1, 2 (1.10)

совпадающим՛ с приведенными в (') (ф. (1.7)) при четных индексах 
(я—2л).

Обращаясь к формуле (1.4) из ('). дающей решение уравнения 
Карлемана при нечетной правой части /_(/), в ней опять положим 
а= 1. Кроме того, положим _Л(/) = С?л^|(/) (//=1,2, ...) Совершенно 
аналогичным путем, как выше, покажем, что имеют место спек
тральные соотношения

= /2п |С?;2 !</) (л 1.2,. ..0</<1); (1.11)

?+Ю

— 1

формулы (1.10) — (1.11) полностью исчерпывают спектральные соотно
шения (1.7) из (*).

Таким образом, исходя из формул решения М. Г. Крейна (1.3) — 
(1.4), приведенных в (‘I и дающих р< шсипс интегрального уравнения 
Карлемана (0.1) из ('), можно получить спектральные соотношения 
(1.7), также приведенные в работе (’)•

2. Теперь, как в (։), положим

ЯО V „„£«>(/) (|/|<1). 
п -и

Тогда па основании изложенных выше результатов упомянутые фор
мулы М. Г Крейна приводя։ к следующей формуле решения уравне
ния Карлемана:
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?(Ո (1 /ԴV Հ,րւ/.֊4.Հ/շ(/) 
л-0

что и требовалось показать.
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Ս. 1Г. 1քն1՝ք*ԱՐՅԱՆ. ՄՈՀԱ1Ո.Դ 1ԼՐԴ1Լ1.1Լ 1Ա1ՈւԴ ԱՈԴՈԻ

նա ո| Լմանի ի{’ւ1ոԼդրա| 1ւսււ|ւս սսւ ր մա ն |ուծմաքւ տարբեր ւք 1« р ո պ ն Լ г էւ հա մե մատ մաս մասին աոաձգա1|սւնության տեսս ։ |>յան մե*
Ն Լ ր կա ա չիյ ա ս։ ան բո։ մ, որբ նախորդ աշխատանրի շ ար ւււն ա կ ու թ յ անն է, 

Գառլեմանի ինտ եդրալ հ ավասւսրմ ան /ուծման րանաձևր' ա րա ահ ա յտ ված 
Մ. Գ, Կրեյնի մեթոդով ին տ ե դ ր ա (ն ե ր ի միջոցով, ձևավ։ ոխվում է նույն հա
վասարման լուծման բանաձևին արտահայտված Գևդենբաուերի օրթոդոնալ 
բազմանդամների մեթոդով, անվերջ միջոցով։ Այղ նպատակով օդ֊
տ ադո րծ վ ում են Ա առլեմ անի հավասարման Լուծման բանաձևերր Մ» հ*. Կրեյ֊ 
նի մ եթ ոդովէ երբ հավասարման աջ մ ասր դույդ կամ կենտ ինդեքսներով 
Գեդենբաուերի րա զմանդամներ են։ էԼրդյունբո։ մ ստա դվում է, որ ե ւ ն ե ւ ո վ 
Մ. Դ. 0բեյնի բանաձևերիդ կարելի Լ ստանա/ Դ եդենրաուերի բս/ղմանդամ
ներ սլարունակոդ հայտնի ս էդ եկուր ալ ա ոն լ ո։ թ յ ո։նն ե րր , որոնց օդնուքխամբ 
Կ 9 "49 Է տրվում նշված բանաձևերի մեկից մյուսին անցումր ւ

ЛИТЕРАТУР Ր Ա Կ II Ն Ո Ь Р 3 Ո Ь Ն

• С. М. Мхитарян, Мохамед Абдалла \хмед Абду, ДАН АрмССР. т. 89, АЪ 3, 
(1989). 2 И. С. Градштейн, И. Л! Рыжик, Таблдны интегралов, сумм, рядов и произ
ведений. Паука. М... 1971. 3 / . Бейтмен, I. Эрдейи, Высшие трансцендентные функции. 
Г. 2. Наука. М., 1974. 1 /. Бейтмен, А. Эрдеие, Высшие трансцендентные функции. 
Т. 1, Наука, М., 1973.

И


