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Пусть Г —аддитивная подгруппа вещественной оси с дискретной 
топологией, порожденная собственной подполугруп юй Го с едини- 
цей, а Г—ее компактная группа характеров. Согласно теореме двой
ственности Понтрягина группа Г отождествляется с группой харак- 
теров группы I соотноше гием а—/.п» где /п(я)-®(а), я£Г. /ч

Равномерная алгебр.։ на Г, порожденная .характерами /я, щ4'0 
(коротко полугруппой Го), обозначается через А(Г0) (алгебра обоб
щенных аналитических функций в смысле Аренса-Зингера). Ее гра- 
нищи Шилова Од(г„։ является Г, а пространством Л/л<м максималь
ных идеалов (с точностью до гомеоморфизма) —полугруппа НотГ0 
характеров Го, т. е. гомоморфизмов полугруппы Го в единичный 
круг (’)

Пусть Л —равномерная алгебра на компакте X. Будем говорить, 
что имеется представление некоторой полугруппы Го в алгебру А, 
если существует сохраняющий единицу алгебраический гомоморфизм 
~ из Го п мул։.՝индикативную полугруппу алгебры А такой, что ли- 
1.0,111;:! оболочка множества г(Г0) плотна в Л. Представление г:Г0— 
-*Д ограничено, если ||”(а),|<1 для всех л£Г0.

В работах (*՜4) описываются представления ~:Г0—/1 некоторых 
полугрупп Го на полуоси в равномерную алгебру А, когда |г(о)|=1 
на X при всех а£Г0. Тогда либо А = С(А’), либо А изоморфна А(10).

В данной статье получена аналогичная структурная теорема для 
так называемого класса квазимаксимальных полугрупп, каковыми яв
ляются, в частности, рассматриваемые в (։՜4) полугруппы. Понятие 
квазимаксимальной полугруппы, введенное нами в работе ('), заклю
чается в следующем.

Определение. Порождающая группу Г, собственная под
полугруппа Го _՜ Г с единицей называется квазимаксимальной. если 
любая полугруппа в Г, содержащая Го, либо совпадает с I • либо 
содержится в одной и только одной максимальной подполугруппе 
Г, группы Г (полугруппа Г, максимальна в I . если она не содер
жится ни в одной собственной подполугруппе группы I ).

Для полугрупп Го на полуоси имеет место следующий алгебраи
ческий критерий квазимакснмальностн.

Полугруппа Г.г—/?, —квазнмаксимальна (в группе I ) тогда и
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только тогда, когда для любого существует такое целое 
что ло€Г0.

Также НотГ0 = НотГ4 (т. е. ЛГцг.»»- Л1Л(1Ч)), при этом 
для всех яеГ+, ',еНошГ+, ',У=р0, где рв(0)=1 и ро(л)==О, а¥=0.

Теорема 1. Пусть полугруппа ГмС/?4 квазимаксима льна и 
представление - : Г0-*Д ограничено. Тогда, если |г(д0)| = ] на X при 
некотором 1?0(Т0, аит=0, то либо Д^С(Л), либо Д изоморфна Д(Г0), 

В связи с этим предварительно получим еще один — аппрокси
мационный критерий квазнмакспмальностн.

Теорема 2. Полугруппа квазимаксимальна тогда и
только тогда, когда алгебра Д(Г0) проникающая, т. е. для любо
го собственного замкнутого подмножества Го. Г все непрерывные 
функции Р аппроксимируются функциями из Д(Г0).

Доказательству теоремы предпошлем лемму.
Обозначим через А0(Е) н А-.(£՝) равномерные замыкания суже

ний гельфакдовских представлений алгебр Д(Г0) и А(ГЧ) на произ
вольный компакт ЕГО Нот Го.

Лемма. Пусть Г0С/?+—квазимаксималъная полугруппа. Тог
да для любого ',0ьНотГ0, ',0-гр0 существует ее замкнутая окрест
ность Е такая, что А+(Е) = А0(Е).

Доказательство. В силу квазимаксимальности Го (НотГв = 
- Ноп1Г+) и максимальности Г+ для любого гт£Г0, <2-л-О, преобразо
вание Гельфанда /а характера /п отображает компакт НотГ0 на еди
ничный круг И = {г(;С : |г|^1}. Пусть И/—замкнутый круг с цен
тром в точке ’,0(п). не содержащий нуль. Тогда £={',<НотГ0: ^(а)6 
(: Н’} и есть искомая окрестность. Действительно, пусть (т. е. 
’ЛаО’՜) и р(?)-такой полином, что |р(֊)|<|/4'(‘7))| при всех 
Положим /—р /а. Тогда /ьД(Г0) и |/(т()|<^|7(О|» Г£Е, и так как функ
ция 7 на Л1Л/£։ максимум модуля принимает на Е, то Та
ким образом Ма^ — Е. Теперь, поскольку роб£(О(£ М) и характеры 
/.-Д:Г0 обращаются в нуль только в о0, то х~’(:А0(£) (элемент £ в ком
мутативной банаховой алгебре Д обратим тогда и только тогда, ког
да преобразование Гельфанда £#=0 на пространстве Л1А максимальных 
идеалов алгебры Д). В силу квазимаксимальности Го полугруппа 
|— а; Го|, порожденная элементов —а и полугруппой Го, совпадает с 
Г, откуда следует, что для любого £0՝+ найдется такое целое п>0, 
что с=&Н-ял£Г0. Тогда /ь^ус_па^-.у-* . х^Лс(£), а значит А + (/?)«

Лемма доказана.
Равномерная алгебра А на компакте X называется антисимме

тричной, если в ней нет вещественных функций, отличных от конс
тант. Подмножество Ес^Х называется множеством антисимметрии 
(относительно А), если каждая функция из Д, вещественная на Е, 
постоянна ня этом множестве.

I !роникак»шая алгебра является антисимметричной. В противном 
случае на максимальных множествах антисимметрии ЕсХ, А(Е)~ 
= С(/:) и, по теореме Бишопа —Шилова, А-С(Х) (”), с. 87).

Доказательство теоремы 2. Надо показать, что для любого 
собственного замкнутого подмножества ГсГ, До( А) =* С(Л). Для это- 
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го Достаточно показать, что ,оо€Л1.а(>,։. Действительно, поскольку ха
рактеры /СГ0 обращаются в нуль только в р0, то из условия р^,МЛ(Г։) 
следует, что все они обратимы в алгебре Д(Г0). Далее, так как 
1/.(7)|вЬ а£Г« а Ас_1 » то у~/. 1СА0(/՜) Для всех /,(гГ0. Получаем, что 
Я0(А) есть самосопряженная подалгебра С(А) и по теореме Стоуна- 
Вейерштрасса А0(А)-С(А).

Алгебра А(Г+) проникающая (՛). поэтому существует такая 
функция /£А(Г+), что на множестве А |/-1|<1 и Дро)=О. Обозна
чим В~А0(Г) и пусть [ В, /] — равномерная алгебра, порожденная 
функцией / и алгеброй В. По лемме, на множестве МД{?0} функ
ция / локально аппроксимируется функциями из В. Тогда по теоре
ме Гликсберга (в), с. 129) М(в./1=.МЙ. Но £ = 1 -/е|А, Г| и £(р0) = 1, а 
на множестве А |£|<Ч, поэтому р0(:-'И(в./| (функция % достигает мак
симума модуля на А).

Для доказательства обратного утверждения надо показать, что 
для любого а(Т существует такое целое п^О, что (алгебраи
ческий критерий квазимаксимальности). Допустим противное, т. е. 
существует такое а^Г, что ла£Г0 для всех целых п+0. Пусть Г։ = 
= [ Го| —полугруппа, порожденная элементами ±а и полугруппой 
Го, и А(Г։)—алгебра, порожденная полугруппой Г։. По условию, ал
гебра А(Г0) проникающая, поэтому проникающая и алгебра уА(Гх), а 
следовательно, алгебра .4(Г։) антисимметрична. С другой стороны, 
алгебра А(Г։) содержит функции уа и 7л» поэтому А(Г։)=С(Г), а сле
довательно, Г։ = Г.

Пусть теперь 6£Г0, Ь^О и целое п+0 такое, что — 
Тогда па — 6+ (— 6-4-ла)£Г0, пришли к противоречию. Теорема дока
зана.

Доказательство теоремы 1. Сначала покажем, что |г(ц)| _1 
на X при всех я£Г0.

В силу квазимаксимальности Го полугруппа [—я0; Го], порожден
ная элементом — а0 и полугруппой Го, совпадает с Г, откуда для лю
бого аЕГ0, а+0 существует такое целое л^>, что /> = па0~а(Т0. Тог
да 1=|п(а0)|л = На)||«г(д)| и гак как ||к(а)||<1, 1 ՛ то |г.(д)|=1
на X.

Разобьем доказательство на два случая. Предположим Л1Л = %. 
Тогда все функции к(а) обратимы в А и ~(а) - т. е- алгеб
ра А самосопряженная, и по теореме Стоуна —Вейерштрасса А = 
=С(Л).

Рассмотрим теперь случай, когда Ма=£Х. Пусть
-: МА ->НогпГ0, "(?)(<։)- ?(г(^)). ф€А1л,

Положим К ~(Мд) Ясно, что гомеоморфизм К задает изо
морфизм между алгеброй А преобразований I ельфанда алгебры .4 и 
А0(К)— равномерного замыкания сужений гельфандовских преобразо
ваний -4(1 о) ня А. Границей Шилова дд алгебры .4 является компакт 
X, так что теорема будет доказана, если покажем, что дАа(К) = 'Г. 
Обозначим через К0-дА0(К). Так как А изоморфна .40(/\), то А го- 
меоморфно Ко. Для любого СбА'о существует <р£Л такой, что ,-?(?).



Тогда ',(<7) аеГ0, и, так как |-(«)|=1 на X, то
|'.(а)| = 1 для всех <2(:Г0, г. е. ^Г. Таким образом Л'0"Г. /(опустим 
Л'0^Г. Тогда, поскольку по теореме 2 алгебра Я(Г0) проникающая, 
то А0(К0) = С(К0), откуда .М.4,га^^Х0. Далее, при доказательстве лем
мы по ходу получили, что Л1л.(А) • К- Окончательно, К = Л1Ли(А,- 
= А/дда^^Л'о. А это, вопреки предположению, означает, что Л1л = X 
(Ма^К — К^Х). Теорема доказана.

В частности, когда Я антисимметрична, пространство VI д гоме< - 
морфно конусу 1՝Х[О, 1 ]/Г {0), полученному из декартова произведе- 
ния ГХ|0, 1] путем отождествления в точку слоя ГХ{0}, при этом 
на Л’ задается структура компактной группы, изоморфной группе Г. •X
(Для максимальной полугруппы Г+, Л1д(|.(ГХ |0, 1]/Гх{0) (“)).
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Լ. Մ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ
4-*i|iuւ1 ш 1՚ււիմա| 1||)սախ JpLւփ ևերկայացո iifGLrp հավասարաչափ 

հանրահաշվի ifhy

Ւիցոլք I -5/ իրական (Ժվերի խ մ ր ի ծնված մ իա

պարունակո ղ ' q иե փ ական են քժ ակիս ւսյոմ բե ր ո վ, I ֊ն I ֊[սմբի համալուծ

խումբն է, իսկ А(10֊}Ь /д, <7^Г0 (/0( 2 ) = l{ И), »է|՛ ) բնութագրիչներով
ծնված Տ ավա и արսւ չ ш III հանք ա հաշիվն է :

զոդված ու մ շա IJJ ? [и ա ա անքուծ ներմուծված քվարչի^ 
1հպւսցուցվք1ւմ £» որ [մաքսիմ աչ կիսախմբերի ուսումնասիրողի? յունրւ 

քվադիմ աքս իմ աչ է ալն ե միաչն այն դեպքում, երբ Я(Г0)֊Ъ ներթափ ան - 
ցոգ ւ ս։ն ր սւ~> սւ շիվ էէ

Լուծ վո t մ է Տեաևլալ ա պ ր ո քս իմ и/ց ի ոն խնգիրր' X կոմպակտի ւխա գ[’~ 
տարկվոլմ է .4 հավասարաչափ հանրահաշիվ, ծնված | q բւխւ գի մ ա հլա ի մ ա լ 
կիսսւիւմրին իգոմորֆ {/uJQ^Tq ֆունկցիաների մ и Լ լաի պ լիկա տ ի վ րնւոանիբսվ։
Ապա у ՈԼ I որ և ի? և որևէ (I֊ ի >ամար, (J աևւ/ի
կամ A —C(/¥)։ կամ Д‘Ъ իէչոմորֆ է А( I
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