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Вопросы о поведении собственных значений самосопряженных 
операторов с параметром возникают в механике, теории случайных 
блужданий, квантовой теории твердого тела, при изучении дифферен
циальных и псевдодифференииальных операторов в расширяющихся 
областях. Несмотря на прикладную важность предмета изучен он до
вольно слабо.

В настоящей работе приводится одна теорема теории возмущений 
линейных операторов, которая позволяет сводить изучение поведения 

^собственных значений самосопряженною оператора с параметром к 
изучению собственных значений близкого к нему в определенном смыс- 

I ле более просто исследуемого оператора с параметром В качестве 
примера использования этой теоремы приведены результаты об асимп
тотике крайних собственных значений операторов дискретной свертки 

I с операторнозначными символами.
I 1°. Пусть А-„ В-—два семейства самосопряженных, вообще го

воря, неограниченных линейных операторов с партметрэм ~(£(0.
1*-, сю)), действующих в гильбертовом пространстве Н.

Предположим, что для операторов А- и В выполнено условие:
1) У-(>0)ЛМ(0</И< + оо): «(Л0С(0, М) и з(Я-)П(0, АГ)֊ 

дискретные множества, состоящие из конечнократных собственных 
I значений операторов А- и В- соответственно, не имеющие предель
ных точек;
1 кроме того, существует плотный в Н линеал £) такой, что:
1 2) О —общая существенная область квадратичных форм, порож
денных операторами А- и В- Ут(>0);
I 3) 0С2£>(АЛГ|£>(ЯА Ут(>0) и (А,֊а)и-0 при

Из свойства 1) следует, что собственные значения операторов 
А- и В- могут быть упорядочены по неубыванию: пусть это

и |чл <Н2Л< ... соответственно, вы
писанные с учетом кратности. Пусть ^.-—нормированный собствен
ный вектор оператора А-, соответствующий Ъ,,--нормированный
вектор оператора 5-, соответствующий |1,л.

Пусть П, П^еРЗ-веограниченные счетные подмножества, не 
имеющие конечных предельных точек, причем ЗА, х( —натуральные) 
такие, что \'т(^П)'Ллдл 11 Ут^П^Э^л. 1огда справедливы следующие 
утверждения:



4) а) ЯП'(СП)Яф*(£А7) : сильно,
ttir

б) Unjcnjel-Mt/A ’Ь^О): Кт—'Ь слабо; tgir
1

5) Vz(lTn2=#=0)V{«J-eu(cD, ||м-||н-'с<оо):

{<|Л—(^л4-2)/|«г. г»>-*0 Vt»(£D)}-> 
tGU

—s{u-—0 слабо).
■en

Здесь означает скалярное произведение в гильбертовом 
пространстве Н.

Пусть D—линеал в Н, о котором идет речь в условиях 2), 3) и 
5). Свойства 2) и 3) означают, что замыкание сильного передела (’) 
разности операторов Дт и в- —это нуль-оператор; свойства 4) и 5) 
означают в каком-то смысле непрерывность семейств операторов А 
и В по параметру ".

Для операторов А- и В-, удовлетворяющих условиям 1)—5), 
справедлива

Теорема 1. Пусть n(cRJ, > и k,(£R) таковы, что П—неог
раниченное подмножество, не имеющее конечных предельных то
чек. '—натуральное и Ут(^П)ЭА,.„ Я).»+1,тЯ8(>0): У-г(еП) Х,£(Х,л-|-8, 

—о). Тогда
а) Р(0.л.)(А)—ЛоАл(^О—0 в сильной операторной топологии;

-еп
б) Ikn |dkn 1тР(о,).)(Д-) —dim 1тР(ох)(£г)] = О.

Здесь Рщ.ьА Т) — спектральный проектор самосопряженного оператора 
Т: Н—Н, соответствующий интервалу (а, Ь).

В приложениях часто используется
Следствие 1. Пусть 2—множество тех натуральных зни- 

чений V, для которых существуют подпоследовательности 
n,(cRJ такие, что Vt(tn,) Я/.,.. Тогда Vv(eX)

Ь»,?—Н»л ~* О-
•€П,

Теорема 1 и ее следствие используются при исследовании различ
ных классов операторов в конкретных функциональных пространствах.

2°. Пусть Q—локально звездное подмножество в Rn (’), & =■ 
= 2Г'1Х՜1 • Z", где '(>0)—числовой параметр; пусть Q- ={S(fcR/I) ։ |«/|

• "}—л-мерный куб с ребром 2к • т.
Для гильбертова пространства Н через £։(Q; /У) обозначается 

пространство сильно измеримых суммируемых с квадратом функций 
со значениями в Н, обращающихся в ноль вне Q. Норма в Z.e(Q; А/) 
задается равенством

II /II/-•(-;//)

U

/ ։(Ю ; Н)—это пространство функций на т՜1 • Тп, обращающихся • 
ноль вне €2-, со значениями в Н, норма в котором задается следу։0' 
щим равенством
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Нги.,;#,-*-'’ • (2 Ь>(/>)№|/!.

Пусть Д,(0—измеримая суммируемая на <?, оператор-функция, 
значения которой — ограниченные операторы, действующие в Н; 
УЦФСО А(?)=0. Пусть V• 2Л) а^р'.Н-'Н—ограниченный опе
ратор, определяемый следующим образом:

а,.р = (2кт)-'՛ | е-^А^сК

<?, 
(суммирование в сильной операторной топологии). Оператор 
Л-(й-) : ^,(2-; А/)-’/.։(£2.; Н) с символом /Ц£) определяется равенствам: 
Уи(^£։(П.; //)) Ур(€ЙД

Очевидно, что Д-(й:) — оператор дискретной свертки с операторными 
коэффициентами.

Пусть а : Н֊»Н — ограниченный положительный оператор такой, 
что 1п{{> :/Сэ(а)} = Х0—собственное значение конечной кратности и 
1пЦХ:Х(.а(а)\рф}}»/.£>).0; пусть А/о—Кег(а—ХО/)СН (согласно пред
положению, (Нт//0<оо). Пусть Ф(Н)—оператор-функция, заданная на 
единичной сфере пространства R", суммируемая на ней в сильной 
операторной топологии; значения ее — ограниченные симметричные 
операторы в Н, удовлетворяющие условию: Эг(^>1) : У8(|Н| =. 1 
с՜1 • / < Ф(Н) с • /. Пусть Ф0(В)=|6|’Ф(5/|е|), где а>0. Пусть, наконец, 
Ф։(Е)—суммируемая на любом ограниченном множестве в R՞ опера
тор-функция, значения которой — положительные ограниченные опе
раторы в /7, причем ^7(>«>0)Ус1(^>0) : У;(£КП) |Ф։(Е)||«^с։ • |ф и 
при ^0 ||Ф1(ОИ=0((:|’).

Рассматриваются два класса операторов дискретной свертки 
Л:(2т) и Л,д(Я-) с символами

_ а+Фо(т֊1.Е>=а + х--Фо(О. и А >)= 
о, Ш

а+Ф0(--1 • О+Ф1(х՜1 • П“А(0+Ф1(г1 • 0.
о, е№.

Для этих операторов справедлива
Теорема 2. Ут(>0) о(.4 (Й -))П(0, ХД и а(.4-,։(й-)) (0. ^-мно

жества, состоящие из конечнократных собственны х значений и не 
имеющие предельных точек, меньших Хо.

Пусть > < ... .. . — собственные значения оператора
Л,(2Д и >4’» < ^ .. . </.<’> < ... —собственные значения оператора
А ,|(й-), лежащие на интервале (0, Хо) и выписанные с учетом крат
ности.

С помощью методов, изложенных в 12), и пробных функций, кото
рые выписываются явно, доказывается

Теорема 3. Ум(е2Д Хъ։=)0+ф • т-+ф-’) "рч *֊*+<». где 
^—младшее собственное значение оператора а:Н-*Н, р0: Н ֊* Н — 
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ортогональный проектор на конечномерное подпространство Н 

= Кег(и--/0/) ~ Л/, Ф0(՝П“Рофо(0|яв Vl(£Rn))- конечномерная опера

тор-функция, Фо(£), й): А2(Й; /У)-/..(Й; Н)֊псевдодифференциаль- 

ный оператор с операторнозначным символом Фо(О и, наконец

•• •<Ч’;< • —собственные значения оператора Ф0(О, ft) 
перенумерованные в неубывающем порядке с учетом кратности

Теорема 1 позволяет доказать аналогичное утверждение для собст
венных значений оператора Д-.։(й):

Теорсма4. Vv(tZ J 4!>=/-м+ о(-֊«) -/0-» ><;) • х--}-о(т֊ °) при 
’Т ос.

Для того чтобы стало возможным использование в доказательст
ве этой теоремы теоремы 1 и ее следствия, вводится интерполирующее 
семейство операторов {/-H)-£5(R"; Н)} >0, определяемых сле
дующим образом: V-(>0) Vh(£Z.։(2t; Н)) Va(GR՞),

(2t.t)-"V e^-'-^d' • n(p).
pF-’- J

Q-

С помощью этих операторов строятся операторы 91- и Ш-.ь подобные 
4-(й:) и Л-.ДЙ-) соответственно, действующие в едином для всех 
значений "(>0) пространстве Л։(; Ну. Вследствие подобия з(Д.(Йт)) = 
-а(9?-) и с(Л.։(2 поэтому, применяя к • 91- и ** • 9Ьд
теорему I, получаем соответствующее утверждение о спектральных 
проекторах операторов • А (Й) и т* • Д-,|(2 ), из которого следует 
теорема 4. (

Результаты, касающиеся операторов дискретной свертки с опера
торнозначными символами, могут быть использованы при идентифика
ции динамических систем (։), где возникает вопрос об обратимости н 
оценке нормы, обратной к положительно определенной расширяющей
ся блочной теплицевой матрице, т. с. когда необходимо оценить пове
дение младшего собственного значения этой матрицы.

Ростовский инженерно-строительный 
институт

Ի. 1Г. 1ԱԼԿՈՎԻ9

Պարամետր ունեցող |։iifնաեամսւլուձ ուցերւստորներ|ւ փոքր սեփական 

արժեքնեէփ ւ|արւ|ե|սւկարգր

Աշխատանրր նվիրված /, գծային о պե րա տ ո րն ե ր ի տ ես ութ յան մի թեորե-
մի ապացուցմ անրւ Այն հնարավորություն 
ինքնահամալուծ օպերատորների սեփական 
նրան որոջ իմաստով մոտ գտնվող ավե/ի 
պարամետր ունեցող օպերատորի սեփական

է տաքիս պարամետր ունեցող 
արմերների դիտարկումը րերել 
պարղ եղանակով հետտգոսւվող 
արմերների հետաղոտմանրէ
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