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В работах (' ъ) на основе вариационного уравнения 'механики 
сплошных сред (г-8) получены динамические уравнения, уравнения 
состояния, соотношения на поверхности разрыва и граничные условия, 
описывающие электромагнитное поле и сплошную среду.

В работах (9 |2) на основе гипотез магнитоупругости тонких тел 
или асимптотического метода интегрирования всех групп уравнений 
трехмерной магнитоупругости построена математическая теория маг
нитоупругости тонких оболочек и пластин. В работах (10 П. 141 изуче
на энергетика явления и доказаны некоторые энергетические теоремы 
двумерной теории магнитоупругости тонких оболочек.

В данной работе впервые формулируется вариационное уравнение 
двумерной теории магннтоупругости тонких оболочек. Оно позволяет 
довольно простым путем получить основные соотношения и граничные 
условия теории магннтоупругости тонки՝՜ оболочек, а также является 
исходным для построения вариационных методов решения задач тео
рии магннтоупругости тонких оболочек.

1. Рассмотрим однородную и изотропную упругую среду, характе
ризуемую конечной электропроводностью Механическое состояние 
упругой среды, как и всегда, определяется тензором упругих де
формаций где я ——вектор смешения точек
среды. Пуст։, среда обладает плотностью свободных электрических 
зарядов и по ней текут электрические токи, плотность которых 
у, кроме того, следует учитывать электромагнитное поле, определяе
мое векторным А и скалярным ф потенциалами, которые связаны с 
напряженностью электрического поля Е и магнитной индукцией В 
соотношениями (”):

В - го) Л. (11)

Для получения уравнений движения, описывающих .иными ил мн 
поведение магнитоупругой среды, воспользуемся вариационным щ ин 
Чипом (уравнением) Гамильтона

Г1 • I 1
8$ 8 Ldv.it 0.

/'| г.

(1.2)
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где для плотности функции Лагранжа выбирается следующее выраже
ние (։):

/.« • *’-р • £7(е/у)+ ^-(£։-• >4—0, • (1.3)
2 8՜

Варьирование действия 5 по и при постоянных А и <р дает ди
намические уравнения теории упругости

рл< = +1 г./лУ7 • /, У, к- 1, 2, 3, (1.4)
С

где а, — компоненты вектора ускорения среды, компоненты тен
зора упругих напряжений, /?/— компоненты объемной пондеромотор- 
ной силы, е//А—компоненты антисимметричного тензора . 1еви—Чивнта.

Варьирование действия 5 по /1 и у при постоянных и с учетом 
(1.1) дает уравнения электродинамики

1 4т: ■е0*7у//л = -^ + ±-У, (1.5)
С д( С

К этим уравнениям следует добавить уравнения

1 г? R
(1|у£=0, го(Е=- ——, (1.6)

с д(

которые выполняются тождественно, если вектора В и Е выражены 
через потенциалы А и ? по формулам (1.1).

Из вариационного уравнения (1.2), (1.3), примененного к движе
нию среды, одновременно формулируются соотношения на поверхности 
разрыва определяющих параметров среды и поля.

2. Рассмотрим изотропную оболочку постоянной толщины 2Н как 
трехмерное, упругое, электропроводящее тело и отнесем ее к триорто- 
гональиой инерциальной (неподвижной) системе координат (|7).

Будем считать, что оболочка контактирует с внешней средой, элект
родинамические свойства которой отождествляются со свойствами ваку
ума (з-■ О, рс=О, ц=е=1)

Пусть оболочка находится во внешнем стационарном магнитном 
поле с заданным вектором напряженности в области трехмерной обо
лочки Во~ (£0։, В02, Во։) с векторным потенциалом Л(| и в области ок
ружающего пространства В[;’= (Н^. В^, с векторным потен
циалом иу ՛*

Я0=гоМ0, <НуЛ0—0; £<*>=гоЫ^. 61уЛ<*»=0 (2.1)

Для изучения магнитоупругих процессов в электропроводной, упру
гой оболочке будем исходить из вариационного уравнения (1.2) для ли
нейной теории трехмерной магнитоупругости, которое будет выражаться 
следующим образом:
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1։ /1
- ] л</։/‘/'+<’՜ ’((•/• ,‘Лау<ч-с-՝ | Сго1о ■ ։«)до1/1лл-

'■ ՛ ■ ՛• К ,, V,
' < /тп *1

- у | р, • М1/л+-« | | £’„<л/л - 2. ։ ( [л’^кл-о. (22)
'• *» б '• 1 /, V»3

Здесь 1/3- трехмерная область вне внешней поверхности трех
мерной оболочки 210 некоторой сферической поверхности V ралиуса 
/?, г те /?-»ею; £, Л соответственно векторы индуцированных (воз
мущенных) электрических и магнитных полей в области трехмерной 
оболочки; £(,), Л(/)—аналогичные величины в окружающей оболочке 
области: у —возмущенный ток проводимости в оболочке. А. -век
торные, а «(и — скалярные потенциалы возбужденного электромаг
нитного поля.

Для существования объемных интегралов по V’ следует прини
мать во внимание условие на бесконечности (”), при котором убывание 
векторов электромагнитного поля с расстоянием должно происходить 
в общем случае быстрее, чем ।

3. Наша цель заключается в том, чтобы приближенно свести ва
риационное уравнение (2.2) трехмерной линейной теории магнитоуп
ругости (с независимыми переменными а։, а2, а3 и времени /) к соот
ветствующему уравнению двумерной теории магнитоупругости тонких 
оболочек (с независимыми переменными аь а2 и времени/1).

Решение поставленной проблемы базируется на асимптотическом 
методе, развитом в работах (|0~н). Удерживая в равенстве (2.7) все 
члены до порядка 0|/“,^,)> после некоторых преобразований прихо
дим к уравнению:

՛ д1 / \ ' \ сИ /

Та6Ч 4-$6ц> И- ;И/>Х։-г М&а+2Но'М ։ Д/ММ' +

Г

+ — 1՜ |’(7гдо ^А°)А՝А3<ь1<ьа<п+

/| V

I
Д, Д2

— — (//|«а —/2ОН։)ЛМ—
Д, Л дг3

6“|

 1 <?(Д ,//<<’) Доз^( Я։/,^)

(3.1)
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Уравнение (3.1) представляет собой вариационное уравнение дву
мерной теории магнитоупругости тонких оболочек.

Здесь/՜։ и /2—компоненты поверхностного тока проводимости по 
срединной поверхности оболочки (пли иначе усредненные токи по тол
щине оболочки), которые определяются формулами
֊ Л г /г- . -■ Г,.
/, = 2Л • о •/Е։։+— —--------И-А), Л = 2Лэ

\ с д( с М / с д[
^дтя)\ 
д1 д/)'

(3.2)

тангенциальные компоненты индуцированного электричес
кого поля, а тангенциальные компоненты векторного потенциала 
индуцированного магнитного поля в точках срединной поверхности 
оболочки. Здесь специально не приводится, но строго доказывается, 
что в рамках асимптотической погрешности Ор.՜'1՜/’) компоненты Ац, 
Л-1,2,3 ведут себя как постоянные по толщине оболочки.

При выводе вариационного уравнения (3.1) предполагалось, что 
компоненты заданного магнитного поля нс зависят от поперечной ко
ординаты (и3) оболочки. Изучая вопро( о возможности такого предпо
ложения, доказано, что в тонких оболочках в рамках асимптотической 
погрешности О(а_/+р) вполне реально с\шествование такого магнитно
го поля, при этом уравнения (2.1) принимают вид:

_ 1 ^։о
01 ~ л “Г՜А2 &>2

_ ____ ]_ О _ I /^(^2-^1о) д( ^1-'\о)\

03 Л։ ^։ ’ °3՜ АХА2 \ 7 (3.3)

где Л*о, к= 1,2,3, не зависят
4. Варьирование действия

от а3.
(3.1) по и, и то при постоянных А",

1= 1,2, с учетом (3.3) 
оболочек с учетом сил

дА2Тх 
дг,

, дА.5
О22 

дА.Н

дает динамические 
электромагнитного 
д.4. „ дА.„ 1

д22

дА2Я дА.Т
д? ^2

дА ,/7

дзч

2^1 
/?2 д?2

д?։

2—* дЛн 
R՝ да։

02.

д/1,
д*2

уравнения теории 
происхождения 

д.4г.и, 
ду, дг.

тонких

дАхМ 
дг2

- —7, ■ «м-2?л 
С

=0. 
дР

дл։

—’=0, 
дР

(42)

) /з ՛ ^оз

2

Ь + Ь__1_ 1—1֊ дА՝н , 
/?։ Д2 ДгЛ։1дх| Д։ д>. Оа2 д?2 д?։

д 1 дА2Н дАхМ2 дА2 дА.— — —  1------ г—— )   Н----------
да, А2 дчх д1г дтх с*я։

1 **■ 1 —
Н-------Л ■ ^02 —7։ • ^о։4-2рЛ— ₽0-

С с дР

Варьирование действия (4.1) по А°, при постоянных /// и &

(4.3)
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с учетом (1.1) дает уравнения электромагнитного поля а суммаоном 
виде, т. е. как для внутренней области оболочки (которая „ | лм, ,, 
асимптотической точности О()֊Мр) проявляется как математический 
разрез (10 ‘)), так и во внешней от него среде:

rot Л(<.) '>( 0 • aa(4>)j |֊ ——> dlvE(O=0, (4.4)

где У = (/։,Л, 0), 8(«)—дельта-функция Дирака, Н(а։, а2^Й)-функпия 
Хевисайда.

С учетом (1.1) к уравнениям (4.4) следует присоединить уравне
ния типа (1.6) с индексом (е).

Уравнение (4.4) с помощью функции Грина легко приводится к 
следующей системе интегральных уравнений:

(Л«1. О֊2Ао • -д-3у' 2’ ° Д2//А У \
\ с dt с dt ) ’

4-(7г(’։, а2. О- 2AS • ^М7ьДгЛ) _L2/bjo2.
\ с dt с dt

2a/i 
с2

։j,t)e, d<2. (4.5)

где Кр<)— расстояние между двумя точками (։։, ?։) и (։,, а,) на по
верхности оболочки; (е։,е։) и (е։, е2) базисные векторы для средин
ной поверхности оболочки в указанных точках.

Уравнения (4.1) — (4.3), (4,5) представляют разрешающую систе
му двумерной теории магнитоупругости тонких оболочек, которая с 
асимптотической точностью О(л_/Чр) (т. е. в рамках точности класси
ческой теории тонких оболочек, когда относительно единицы пренебре- 
гаются величины порядка ЛА*.) совпадает с аналогичной системой, 
приводимой в работах ( 10 |2), где были сохранены члены до порядка 
О(/ 2'1'֊^ ) (т. с. с некоторыми уточненными членами по сравнению 
классической теорией оболочек).

При варьировании действия (3.1) наряду с разрешающей системой 
уравнений двумерной теории магпнтоупругости (4.1) — (4.3). (4.о), при 
помощи соответствующих контурных интегралов получаю и я цинич
ные условия на контуре Г, ограничивающем срединную поверх! ог I ь <»•»<» 
лочки О. Эти условия, во-первых, представляют канопичечкт. ।рани ։ 
ные условия теории тонких оболочек ("’) и, во-вторых, полк чают». । 
контурные интегралы вдоль Г определяющими повер.хно» । и, ми ь 
ми

I

где И и I—нормальное и касательное направления для 
(4.6) будут вытекать следующие граничные иловня на 

(4.6)

контура Г. Из 
Г для поверх

ностного тока:
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/а 0, /, О, пли /։/г =/։/г = 0. (4.7)

Лснинакапскпй филиал
Ереванского полнтсхничсског о института нм. Маркса
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