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Новые ал гори । мы численного решения интегральных 
уравнений второю рода

(Представлено Ю/УН 19X9)

В ряде теоретических и прикладных исследований, йак класси
ческих, так и новейших, возникает задача решения интеграл иного 
уравнения Фредгольма второго рода

(/-К)у = у(л)- ( А'(х, Оу(/)^=/(х), (1)
I)

где у, /—вектор-функции размерности т>4, А —матрица-
функция (т т), а оператор К вполне непрерывен в соответствую
щем пространстве комплекснозначных функций.

Традиционные численные методы решении уравнения (1) осно
ваны на его непосредственном приближенном сведении к линейной 
алгебраической системе. Основными путями такого сведения являются 
проекционный метод и метод квадратур (кубатур), причем этот под
ход хорошо разработан, вплоть до пакетов соответствующих про
грамм (см. (։)).

С другой стороны, в 1954—56 гг. С. Л. Соболев, Н. П. Сергеев 
и М. Г. Крейн (’“*) заложили основы нового подхода к решению 
уравнения (1) при п-I, когда И отрезок (а» Ь), изучив оператор 
У—К на отрезке переменной длины (и,՜), (т^й). По сути дела речь 
идет о вольтерровской факторизации Фредгольмова оператора и о 
соответствующем „континуальном* аналоге метода 1 аусса. Система
тическое исследование этой схемы и ее реализацию в важнейших 
ситуациях провели А. Мак-Набб и А. Шумицкн (>в). Впоследствии 
этот же путь избрали II- Б. Енгибарян и др. (см. ('•’))• Более общий 
подход, включающий многомерный (п^2) случай и невольгеррок- 
скую факторизацию, был намечен в (').

В предлагаемой заметке приводятся результаты альтерна । пвно! ■> 
подхода, позволяющего реализовать здесь основные идеи методов типа 
Рунге-Кутты и Адамса, относящихся, как известно, к решению ооык- 
новенных дифференциальных уравнений. В случае ядер специальной 
структуры (см. (|0)) на этой основе можно реализовать наиболее эю- 
номичные алгоритмы.

I. Основные соотношения. Рассмотрим подроопо одном» piii.ni ня 
риант уравнения (системы) (I)
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в

у(х, т)= Л(.с, /)у(/, 4 /(*)• (2)
6

где т>0—пока что свободный параметр-
Всюду в дальнейшем будем считать, что ядро /< и свободный член 

/обладают необходимой гладкостью. ' '
Потребовав, чтобы уравнение (2) было однозначно разрешимо при 

данном т, легко придем к следующему соотношению для его резоль
вентного ядра (см. (։՜4)):

֊ /?(Х, /, т) = А>(д-, т, /, т). (3)
д-

Заметим теперь, что если ядро /< задано в квадрате (0,1 )Х(0,1), 
то для любого т£ (0,1), исходя из известных уравнений для резольвен
ты, можно считать и R определенным в том же квадрате. При таком 
подходе очевидно, что R(xt 0)—К(х, (). (х> Ос(0, 1)Х(0, 1), 
у(х. 0) =/(х), -4(0, 1).

Из этих и аналогичных соображений, рассмотрев значения 
= пИ, (п- 1)Л, придем к соотношениям (ради удобства в третьем ар
гументе R множитель Л иногда опущен):

(л+1)Л
/?(д, / л4֊1 )=/?(*, /, л)4- | R(x, s, s)R(s, t, s)ds- (4)

nh

(л-Н)Л />
R(x, t, n+\) = R(x, t, /1)4- I R(x, s, n)R(.s,t, n + l)ds; (5)

nh

(n + l)h /1
R(x, t, л 4 l)=/?(x, t, л)4- ( R(x, s, n 41)/?(s, t, n)ds. (6)

nh

Отметим, что в (4) требуется существование обратного операто
ра (т. е. ядра R) при всех 4(nh, (л 4 1 )/г), в то время как в (5) и 
(6)—только при двух значениях ~=nh. (л 4 1)//.

Начнем с задачи рекуррентного вычисления R(x, /,т) с указанием 
сетки по д', Z и т и порядка точности применяемых квадратурных фор
мул.

2. (/дношаговые методы. Обозначим ’ и условимся ин
дексы (х, /) и - указывать без множителя Л. Через Е обозначим 
единицу из С'՞.

Алгорит м 1, х,/=0, I....... /V; л=0, 1, ..., <V-1:

R(x, t, nA \)-R(x, t, n)+-

1 hR(x, n + \, 2R(n + l, t, п)АО(1А), (7)
где а,, определяется как решение квадратного уравнения

/га’—4 /?(л֊|֊ 1, «4-1, л) = 0. (7 )

Алгоритм 2. х, t =0, 1 , ../V; л - 0, 1, .. Л/— 1;
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А?(х, /, п [ 1) = д»(х, /, п) ,
4֊Л/?(л, л, п){Е֊/^(п, п, я)) 1/?(Л։ с я) н>(Лг) 

Алгоритм 3. л-, /-0, 1....... « = и, 1,.............. у_։.

/?(А /. «+1)-А>(х, /, „)<- ±1 „)/?<„, д)+/?(х дч Ьи) +

+ у /?(х, л, „)«(„. л+1, «)}(/?-֊,.} 2^(я Ц,„)+

+ у /?(« + !. п. «)/?(„, /. л)| Ч-О(Л’), «„=Д(л+-|,я , |,«Ц).

Алгоритм 4. л-, I 0. I.... Л'; п ֊ 0, 1....... Л՛- 1;

А(х, /, и 4 I) ֊ /?(х, /, и) | — {Д(л՜, п, п)К(п, /, л +1) 4-

Н /?(х.л4-1,л)^(»-Ц,/,л+1)}+О(Л։), (Ю)

где величины /?(«, I, п 4 1) и /?(,, Н./.л-Ц) предварительно опрсде- 
ляются из системы, получаемой подстановкой в соотношение (10) 
х=п, «4-1.

Алгоритм 5. х, /- 1/2, 3-2, 5/2, .. .,¥-1/2; я = 0, 1........V-!;

/?(х, I, «4֊1) = /?(х, /, «) -

4 Л/?(х, «4 1/2, л)(£֊Л^(«+1/2, «4-1/2, л))-։/?(«41/2, /, л)дО(А3)(11) 

Алгоритм 6. х, /=0, 1/2, 1, 3/2, ..., ¥-1/2, ¥; л-=0, 1.¥-1.

¥(х, /, «4֊!) = /?(с, /, «)4- — {К(х, п, п)Ц(п, Ц л41)4-4/?(х, п +֊
6

4-1/2, л)/'?(«4 1/2. /. П ։• 1)1 /?(Х, «4-1, «)/?(«-։-!./. « М)}-|֊О(/Р). (12)

3. Многошаговые методы. Остановимся па использовании (4) 
Алгоритм 7. Предварительно, скажем, по алгоритму 6, опреде

ляется ¥(х, t, 1), х, /= 0. 1,2, ..., ¥. Далее, при л = 1, 2, ..,, ¥—1

/?(х, /, «4-1) = Д>(л-։ п— 1) -|- — {/?(х, л —1, л - 1 )¥(« — !, /. л - 1)4֊
3

44/?(х, л, л)¥(«, «)4-/?(х, и 4-1, «4֊1)/?(л4-1, /, л |֊1 )}4-О(Л5). (13)
Алгоритм 8. х, <=0, 1, ../V. Значения ¥(х, /, /г), Д= 1,2,3 

предварительно вычисляются с точностью О(А‘). Далее, при л = 3, 
4....... /V-1

/?(х,/, «4-1) = /?(л, I, п—3)4-֊{7/?(х.л֊3, л-3)/?(л-3. /. «-3)4֊

4֊32/?(х, «—2, ,/-2)А’(л-2, /, л-2)4֊12Я(*« «-!• «֊1)-?(«-1. (14> 

/, л-1)4-32/?(х, л, «)/?(«, /, л)4֊7/?(х, л 4֊ 1. «4 1)¥(«4֊1.

/,я4֊1)}4-О(Л1).
Здесь приведены, в основном, неявные методы, в коюрых но до 

предварительно (как в алгоритме 4) найти решение сиг темы не боль 
того порядка, либо (как в алгоритме I) найти сь в качипп ко11||_1’



ограниченного при А 0. В последнем случае (особенно при 2) 
решение уравнения для разумно проводить методом последователь
ных приближений или разложением по степеням Л до требуемого по
рядка точности. В случае действительных ядер необходимо учитывать 
только действительные части решения уравнений типа (7').

Сочетание формул типа (4) — (С) приводит к новым алгоритмам. 
Предлагаемый подход в большей степени учитывает специфику глад
ких ядер, чем (см. выше) классический, однако в некоторых случаях 
преимуществом последнего является наличие возможности применения 
метода выбора ведущего элемента.

Алгоритмы 1 8 позволяют приближенно находить при т= I об
ратный оператор (/-К) Другой путь решения уравнения (2) при 
т=1 основан на аналогичных формулам (I) — (6) соотношениях, на
пример

и 11 >л
у'л, пф 1) = у|л\ п-Ь) /?(л՜, $,$)у(х» $)£/$, А>2>0.

(л—Л)Л
(15)

Это обстоятельство позволяет при реализации алгоритмов изучаемого 
типа в том же вычислительном процессе находить приближенно и 
у(х, 1).

Подчеркнем также, что для обоснования указанного в алюритмах 
1—8 порядка точности достаточно потребовать, чтобы Л. , где 
р=1; 2; 4; 6 соответственно в алгоритмах 1,2; 3,4,5; 6,7; 8.

4. Многомерный случай. Алгоритмы указанного типа могут быть 
построены и для решения многомерного уравнения (1). Рассмотрим, 
например, случаи I) Г)՝֊ (0, т)х(0, 1). Можно показать, что резоль
вентное ядро /?(х; I,-) (л, /££>։, 0^՜^ 1) удовлетворяет условию 
/?( а՜, /; 0) =/\(х, /) и интегродифференциальному уравнению

I
/?(х; /; т)₽ /?(.<; т, $։; *)/?(?, /; т)т/х։, х, ։£[)„ (16)

и
откуда нетрудно выписать соотношение типа (4). Соотношения типа 
(5) — (6) также могут быть легко получены. Для получения алгорит
мов того или иного порядка остается применить соответствующие ку- 
батурные формулы.

5. Автоматический выбор тага и порядка. Важным достоинство.м 
предложенного подхода является возможность выбора в процессе сче
та удобного шага или алгоритма приемлемого порядка. Поясним это.

В алгоритмах 1—6 допускается выбор сколь угодно густой сети пп 
х, (, без изменения шага по т. Контролируя на каждом л-том этапе 
величину соответствующей производной функции /?(х, 5, л)/?(.?, /. я Ь 
-+-1) пи х при лА«с$^(л г 1)//, можно менять величину шага Л или 
порядок алгоритма исходя из желательной величины ошибки. Срав
нивая данную ситуацию с классическим случаем задачи Коши для 
обыкновенного дифференциального уравнения у' ((х, у), приходим к 
выводу, что, с одной стороны, здесь эта идея осуществима сложнее 
вследствие контроля производных не в отдельных точках, а на от- 
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резках (на достаточно густом множестве точек), но. с другой ст,,„о 
„ы, ситуация значительно проще из-за квадратичного вида нелвпей- 
пости.

6. Экономичные алгоритмы. Приведенные алгоритмы полностью 
векторизованы и, при наличии О(№) процессоров, допускают эффек
тивное распараллеливание. На однопроцессорных системах они ъ п > 
могут быть преобразованы в алгоритмы минимальной сложности если 
счет в них вести для индексов х, 1^п. а решение }(л, 1) находить не 
по (15), а посредством прямого и обратного ходов метода Гаусса

Разумеется, приведенные здесь алгоритмы для уравнения (2) 
имеют сложность (){ \ ') при /\’֊>ОО, однако широкий класс ядер, выде
ленный в (10). допускает преобразование алгоритмов I 8 в алгоритмы 
сложности О(А։), к тому же эффективно распараллеливаемые при на
личии О( Д') процессоров.

Численные результаты. .Хорошо известны прикладные характе
ристики классических подходов к решению уравнения (2) (см. (*)). II; 
упомяну । Ь1.\ во введении работ, рекомендующих метод факторизации, 
лишь в работе (5) содержатся серьезные численные результаты, под. 
верждающие эффективность этого подхода.

Алгоритмы 1—8 были всесторонне апробированы численным экс 
перпментом. Приведем некоторые результаты.

Изучалось скалярное уравнение (2) с ядрами А'/ и решениями 
Л(/=1. 2)

/<։ = 0, 5е-х1, 0, 1е.хр5(д՜ у։ = ехр(—5л2) (17)

Результаты сведены в таблице.

А А։(й) А>(Л) Л4(Л») Л(Л4) л.(л")

V*
0| Ч й։ О| О, &1 оа

4 4.9-10-’ 1.3 3,7 10֊։ 1.43 1.1 • 10 3 2.5-10 1 3.6-10֊л 1,7-10֊։

8 2,5.10 ’ 5.7-10 « 1,9-10 ։ 1.76 2,8-10֊" 2 610-' 1,510 ’ 4-Ю-’

16 1,2-10֊’ 1.8-10-» 9,6-10-։ 4.5-10֊։ 6.8-10֊։ 1,3-10֊' 1,5-10-’ 1.4-10֊3

32 6,1 10-։ 1,5-Ю » 4,8-10֊3 2,5-10-’ 1,710-’ 1.5 10 ’ 1.2-10֊’ 810-’

64 3.10֊։ 810 ։ 2,4-10 ֊’ 1.2-10֊ 1 4,1-10 * ЗЮ֊3 1,3 10֊’ 4,5-10֊"

1,3.10֊։ 32-Ю֊1

7,8-10֊’ 1.7-10-։

1,5.10֊’ 1,9 ДО֊5

1- 10֊’ 1.2-10֊։

8.7-10-’

Здесь Ар(р=\, 2. 4. 6, 7)-алгоритм р с указанием порядка его точ
ности, 6/ абсолютная среднеквадратичная ошибка в слхча< ядра 
К,(1 1,2), /У(-4, 8. 16, 32, 64) -число отрезков равномерного разои

еипя интервала (О, I)

Сравнительный анализ с этими и другими рс нлаими ш 
вает, что алгоритмы 1—8 нс уступают соотвстов\ ютим 
ким (см. (')). Алгоритм 4 несколько точнее алгоритма того жт 
ка точности из (5), где рассматривалось и ядро А՜,. г ֊. хороню юг. 



сующийся с соответствующим алгоритмом из (5), несколько менее то
чен, чем Лб- Повышение точности ио методу Рунге в общих узловых 
точках при разных Л проходит достаточно эффективно.

В заключение пользуюсь случаем выразить признательность со
трудникам кафедры ЭВМ и программирования ЕрГУ А. Б. Гарибян и 
А В Гаспаряну, выполпившим расчеты на ЭВМ ЕС 1033.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

2սւյ1|ւսկան lulL ԴԱ I»«| I»ui l||i <| uitiqiiid 2. P. Ն111111 hll ВI1Ն
brl|PHPi| ul»n|i |i iiinL «II՝III I lnui| IIH1UI rn I ifiil, ւփ pi|ui ||ili լուծման 

fin г iu|(|nr]i pif liLr

խ ատ անրու մ ուսումնասիրված կորիզների դե и/րա մ կտոու ցել րձր ճշտու֊

Աշխատանքում դուրս են քերվում և քննարկվում են (2) հավասարման 
մոտավոր լուծման նոր եղանակներ։ Այս մոտեղումր թ ույ/ Լ տալիս հաշվ
ման րնք!ա ցրում ավտոմատ ձևով փոփոխն/ րայ/ր, ինչպես նաև ք1’') աշ- 

ր ա
fl I ա ն խ ն ա յոդ ա կ ա ն ա / գ որի թ մ 1» Լ ր:

Նման տիպի եղանակներ կարելի / մշակ եք h րնղհ անուր րաղմաչափ (1) 
հավասարման դեպքում (տես § 4)։

Հիմնա կան ալ ղորի/1 ծն երր ենթ արկվ ել են հ աշվ ողական /այն փ որձարկ- 
ման տարրեր հավասարումների համար։
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