
ЛавМШ։11Л> ЫЦ 9֊Ь8ПЬР'ЗПЬЪЪЬРЬ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ

1М։и'ЬЬ1ГЫкЗЬ ЦЬ1|ПЬ381.ЬР
и л у к армя искал

Гом 89 1989 №4

УДК 515.1

МАТЕМАТИКА
Э. Л. Мирзаханян

О бесконечномерных аналогах теорем Борсука о нечетности 
степени нечетного отображения и о неподвижной точке

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Н У. Аракеляном 8/У1 1989)

В статье приводятся бесконечномерные аналоги (теоремы 1,7) 
классических теорем Борсука о нечетности топологической степени не
четного непрерывною отображения (') ио неподвижной точке (2)

Упомянутые теоремы (первая известна под названием теоремы 
Борсука о антиподальном отображении конечномерных сфер) переста
ют быть справедливыми в бесконечномерном случае, когда рассматри
вают класс всех непрерывных отображений.

Вместе с тем оказывается, что справедливы бесконечномерные 
аналоги этих теорем в вещественном гильбертовом пространстве Н, 
если, однако, рассматривать лишь отображения, принадлежащие од
ному допустимому классу Ко непрерывных отображений.

Определение и ряд основных свойств класса Ко содержатся в (3).
Приведем (эквивалентное) определение класса Ко.
Пусть О'—открытое подмножество пространства Н и /:(7—*Н — 

непрерывное отображение.
Будем говорить, что отображение / в точке х^О принадлежит 

классу Ко, если выполнены следующие условия:
1. / в точке х0 локально удовлетворяет условию Липшица, т. е. 

существуют такие числа г^>0 и с^>0, что при х, у£й, И-*—*о1<Сг< 
||у-л-0Ц<г выполнено соотношение

Ц/(х)-Г(у)]|^с1|х-уВ-
2. Для любого числа е^>0 существуют окрестность и _6 точки 

х0 в Л/, конечномерное подпространство и действительное чис
ло ) такие, что если л*. у£и и вектор х — у ортогонален подпростран
ству I, то выполнено соотношение

II/(-V) -/(у) ->(-*- у) II £11х - у II •

Будем говорить, что отображение принадлежит классу
Кп на С, если / в каждой точке л-01-О‘ принадлежит классу Ао.

Фигурирующее в приведенном определении действительное шслс 
X можно выбрать так, чтобы оно определялось только точкой ли и ы 
пригодно для любого числа е>0. . , _

Получающаяся таким образом деме) виюльнля фхнкция Л 
֊'/(л), заданная на О, непрерывна и единственна; она называется тер
минальной производной отображения /•



Пусть теперь Л1—произвольное подмножество пространства И и 
А: .И—// —непрерывное отображение. Будем говорить, что отображе
ние / принадлежит классу /<0, если существуют открытое в // под
множество бр.М и непрерывное отображение р՝.С—Н такие, что 

и £(х)=/(д) для каждой точки дд-ЛТ
В (*) построена топологическая степень отображений — Н, 

принадлежащих некоторому подклассу класса /<п.
В дальнейшем отображения, принадлежащие классу Ао, мы бу

дем называть /^-отображениями.
Теорема 1. Пусть О—открытое подмножество гильбертова 

пространства А/, содержащее нулевую точку 0 и симметричное 
относительно 0. Пусть, далее, ф: И—И—нечетное К0-опюбраже- 
ние, удовлетворяющее условию:

с) прообраз Л’=/-1(С) точки 0 компактен и на нем терми
нальная производная //(л՜) отображения / отлична от нуля.

Тогда определена степень бе«(/՛, 6, 0) отображения { в точке 
0 и она нечетна.

Приведем ряд приложений теоремы 1.
Теорема 2. Пусть (3 — открытое подмножество простран

ства И, симметричное относительно нулевой точки 0 и такое, 
что ОЕб. Пусть, далее, Т՝.(л-*Н нечетное К^-отображение, обла
дающее тем свойством, что прообраз Х=/~\(У) непуст, компактен 
и терминальная производная /у(х) отображения / на всем X от
лична от нуля. у

Тогда степень с1е£(/, О, 0) отображена я / в точке 0 четна.
Теорема 3. Пусть О—открытое подмножество простран

ства Н, симметричное относительно нулевой точки. 0, такое, что 
ОЕб. Пусть, далее, (: 6—Н — К^-опюбражение, являющееся нечет
ным (/(—х)=

Тогда, если прообраз Л'=/-1(0) компактен и терминальная 
производная >/(д) отображения / на X отлична от нуля, то для 
любого подпространства А7<’) дефекта 1 пространства Н имеет 
место соотношение

Теорема 4. Не существует нечетного (антиподального) Ка- 
отображения / :5- $<•՛> единичной сферы 5 пространства П в сфе
ру $<2> дефекта (коразмерности ) 2 того .же пространства Н.

Предложение 1. Пусть /: —нечетное ^-отображение
единичной сферы 5 пространства Н в его подпространство //(|) де
фекта 1.

Тогда существует точка д*(;5 такая, что /(д*) — 0.
Предложение 2. При любом ^-отображении сфе

ры 5 подпространства //<’> дефекта I существует по крайней мере 
одна точка такая, что /(х0)=/(-х0).

Следствие 1. Не существует /<0-вложсния единичной сферы 
5 пространства /7 в его подпространство /7н> дефекта 1.
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Замена ие. Отметим. что теорема 4 „ .. .......
ставляют собой эквивалентные формы обычной формулируй, коиеч- 
мерной теоремы Борсука о антиподальном отображении к.... тчномер-
ных сфер. 1

Тео р нм а 5. Пусть О ֊открытое подмножество простран
ства //, симметричное относительно точки 0 и такое, что 0<-Л/ 
Пусть, далее, Г - в- •П—Кп-отображение, удовлетворяющее следую
щим условиям:

1) /(0) =0;

2) для любой точки хС(О\{0}) /(х)^0, причем векторы /(х) 

и /(—х) направлены, неодинаково, т. е /<~х)
Н(ХУ\ 11/(֊х)Ц

3) терминальная производная )/(х) отображения /.в точке 0 
отлична от нуля.

Тогда степень с1е£(/\ <7, 0) определена и нечетна.
Теорема 6. Пусть 8^—единичная сфера конечной кора .мер

ности пространства Н, т. е. единичная сфера подпростран
ства коразмерности г—1 относительно И, и пусть —
—есть Кй-отображение, сохраняющее антиподы (т. е. ?(—х)= 
= —/’(х) для каждой х^5(г)).

Тогда / не может быть Ка-гомотопным постоянному отоб
ражению.

Следствие 2. Сфера 8(,} Ко нестягнваема по себе в точку. 
Достаточно применить теорему 6 к отображению [=1д8{г).

Замечание. Другое доказательство следствия 2 было полу
чено автором раньше при помощи бесконечномерных гомотопических 
групп.

Теорема 7. Пусть В—единичный замкнутый тар в Н и /: 
: В~-*Н—К0-отображение такое, что /(—х) = —/(х) для всякой 
точки х единичной сферы 8 в Н.

Тогда / имеет хотя бы одну неподвижную точку.
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է. Ա. Մ1՚ՐՋԱԽԱՆ5ԱՆ
Ոորսուկի կենա արտապատկերման աստինանի կենտության մասիս և անշարժ կետի մասին թեորեմների ասւ|ևրշ չափանի անագների մասին
Բորռոկի կենտ արտապատկերման աստիճանի կենսսսթլան մասին և 

անշարժ կետի մասին դասական թհորեմներր դադարում են ճիշտ [իներսց 
անվերջ չափանի ֆունկցիոնալ տարածուններում բոլոր անրնդՏաս, ար-

^ււսպատկերու մՆհրի ղև պըա մ։
Հոդվածում բերված են ալդ թեորեմների անվերջ չափանի անալոգների
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