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1 . Пусть единичный круг на комплексной плоскости, /7(£))— 
множество всех голоморфных в £) функций, Нг(О) — (0<т?<-|-оо)— 
известные пространства Харди. С произвольной последовательностью 

Л=1,2, .... свяжем систему рациональных функций:

($»—Qlz**-1
(1—а*г)л*

(I)э

где 5*^= 1— кратность появления числа а* в совокупности Хо­
рошо известно, что (см. (։-2)) ^ля полноты системы в прос­
транствах Нр необходимо и достаточно, чтобы

V (1֊1а*|)~4-оо (2)
*-1

В том же случае, когда нет полноты, подробное описание замыканий 
этой системы приведено в работах М. М. Джрбашяна (3) и Г. Ц. Ту­
маркина (4).

Отмстим, однако, что вопрос о полноте указанной системы в более 
узких пространствах голоморфных функций, по нашим сведениям, 
раньше не рассматривался. Цель этой заметки—указать, что в отличие 
от пространств Нр такое простое описание в общем случае невозмож­
но.

Для полноты в этом случае важно не только поведение модулей 
но и их расположение по аргументам.

В конце заметки мы рассмотрим полноту системы Мюнца в весовых 
А2(0, -|֊оо) пространствах.

Для изложения основных результатов заметки приведем:
Определение 1. Пусть Е—замкнутое множество на Г= 

= dD. Скажем. что Е—множество Карлесона, если т(/?)-() и 
"° |
У • 1g —<?«, где {И}—последовательность длин дополнитель- 
*֊-1 И
ных интервалов множества Е, т линейная мера Лебега на Г.

Углом Штольца будем называть угол с вершиной на Г, раство­
ром меньше ", биссектриса которого проходит через центр круга.
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Пересечение угла Штольца с £> обозначим через $.(а), где '.-верши­
на угла, а ап—его раствор.

Определение 2. Пусть Е<_ И. Скажем, что I: удовлетво­
ряет условию К(а), если /:СЛ где Т—множество Карлесона 

на Г.
Геперь введем в рассмотрение следующие пространства голо­

морфных в /) функций.
11усть ш функция тина модуля непрерывности, л—неотрицательное 

целое ч-сле. Положим: Л"> ՛՛ : |/(л<ч)-/<"’<:։)| = о(ш(Г.։ ֊ '.!)),

при |.։ ,2| -О, .р ՝г£О, ||/|| (П1 —1|/||, -|-вир 
ш

4= Л'ЛОУ 11/11 ЛР - л

где тг(г) —мера Лебега на плоскости.
И, наконец, через обозначим пространство голоморфных в 

/? функций, п-ая производная которых принадлежит классу С(О). В 
С^> вводится естественная норма.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что ш удовлетворяет 
известному условию А. Зигмунда

4
л«0(ш(о)), (с^о).

и

В следующих трех теоремах будем предполагать, что X совпа­
дает с одним из следующих пространств: А£(1 р<4֊оо),

Теорема 1. Пусть {аД* —произвольная последовательность, 
удовлетворяющая А'(а) условию (0<^я<1). Тогда следующие усло­
вия равносильны:

1) система {/'*(г)}Г полна в пространстве

2) 2 (1֊1’*|) = ֊}-оо- 
Л ֊1

(3)

В следующей теореме устанавливается, что для справедливости 
утверждений теоремы 1 условие А(*) существенно.

Теорема 2. Существует последовательность {я*}’ из О, 
для которой выполняется (3), но в то же время система 

неполна в пространстве X.
Следующий результат показывает, что в случае пространства А 

возможны и другие явления.
Теорема 3. Пусть, как и прежде, X совпадает с одним из 

вышеуказанных пространств, при этом Тогда существуют
две системы рациональных функций типа (11 и

157



такие, что каждая из них неполна в пространстве X и а то 
время их объединение является полным в нем.

Отметим также, что условие полноты существенно зависит о: 
порядка гладкости функций, принадлежащих пространству X.

Теорема 4. Пусть 1 ^р<р, п > 1.
1 . Тогда существует последовательность такая, чпь

система {гЛ(г)}։' полна в пространстве но не полна в прос- 
транстве А<.

2՝. Пусть Тогда существует последовательность
такая, что система {г*(г)}Г полна в пространствах А>‘п, Од 

но не полна в пространствах .4£, С^1.
В теореме 5 указывается зазор между пространствами М"> и /<’ 

при котором полнота имеет место в одном из них, но ее ног в дру­
гом.

Теорема 5. Пусть ш։ и функции типа модуля непрерыв­
ности. такие, что

Тогда существует последовательность {а*}։', 6 = 1,2.....
для которой система полна в пространстве но не
полна в пространстве /-£0.

Нетрудно установить аналоги теорем 1—5 для случая прос­
транств, голоморфных в полуплоскости функций.

В связи с теоремой! Мюнца в весовых /8(0, -*-оо) пространствах 
мы приведем один из этих результатов. С этой целью введем снача­
ла обозначения: ГГ— верхняя полуплоскость.

Через Л£(1Т) и /У^(ГТ) (п 0) обозначим пространства голо­
морфных в верхней полуплоскости функций /, для которых ||/||д/>(Пт)в 

п
Л / р \ \/р

= У ( I 1/(А,(х + ^У)|р^^У ) < + «о И соответственно ||/||н/>։։ь, =
Л-0\и / Л՝

1Н

р/<*’(х-Ну)1р^х^ <+°°. Как и прежде, с каждой после- 

— «X
довательностью {/*} из нижней полуплоскости свяжем систему ра­
циональных дробей

г*(г)=~*——— и систему {е~аь‘хгь ’}*, где $д>1 — кратность по- 
(

явления /* среди множества ().։, Определения, связанные с
множеством К(з), очевидным образом переносятся на случай полу­
плоскости.

Ниже будем предполагать, что X совпадает с одним из прос­
транств /У£(П*), Л£(П*). 
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Теорема 6. Пусть рД’ — последовательность из нижней 
полуплоскости. Тогда

1) Гели рД удовлетворяет условию К(л), то следующие ус­
ловия равносильны:

а) система (г*(г)}1՛ полна в пространстве Л;

б) (4)

2) Существует последовательность рД’ из нижней полу­
плоскости, не удовлетворяющая К(а) условию, для которой вы­
полняется (4). В то нее время система {гл(г)}; не полна в X.

Используя теорему Винера-Пэли (см. («)), из теоремы 6 легко 
вывести теорему ппы теоремы Мюнца в пространства функций [ 
измеримых на (0, -у-сю), для которых

*1

и/1м<₽>={ ( Р(О|/(О|’Л 
б

л
где V алС (н/>0).

/7-0
(5)

1 е о рем а /. Пусть рД'—последовательность и.< нижней 
полуплоскости. Тогда

1) Если рД удовлетворяет А'(з) условию, то следующие ут­
верждения равносильны:

а) Система {е~!,^х՝ь Д- полна в 1*(Р\,
б) Последовательность р Д՝ удовлетворяет условию (4).
2) Существует последовательность рД՝ из нижней полу­

плоскости, для которой ряд (4) расходится, но в то же время 
не полна в А’(Р).

Т еорема 8. I) Существуют последовательности р.Д՝ и 
{иД' из нижней полуплоскости, для которых системы
{е-х*хлЛ*_|}’ и по отдельности не полны в Н(Р], но
их объединение в А2(Р) полно, 

т
2) Пусть (?р) — V (сл>0, Сп^О, т^п-\-\), Р(1)-много- 

*..п
член (5). Тогда существует последовательность (КД՝ из нижней 
полуплоскости, для которой система функций {е~‘ лол՜
на в пространстве А։(Р)> но не полна в Т1(0).

В заключенно отметим, что основная идея доказательства теорем 
сводится к подходящему описанию линейных непрерывных функцио­
налов в указанных пространствах, посредством классов голоморфных 
в круге или полуплоскости функций, раст)щих при приближении к их 
границе (см. (5С)). После этого используются свойства нулей этих 
классов функций (см. С՜՜9)).
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Ֆ. IL. ՈԱՄՈՏԱՆ. IL. Վ. ԴԱՍՊԱՐ8ԱՆՖիքսած |*եեոներու| Ա|Ա1Ր(| կոտորակների սիստեմների । ւփ ւ| ո ւ թ jniGp հոլոմու՚ֆ, |ifn]linui| մինչև bqrp ողորկ ֆունկցիաների տարածություններում
փողված ում ու ոումնասիրվում են 

յոմորֆ, րնղհուսք մինչև ^ЧРР ողորկ 
ռ ացի ո ն աչ ֆուն կցի ա ն և րի / րի // ու fJ յ ա ն 
Հայտնի թեորեմի անայողր կշոային

շրջանում ( կիս ահարթ ութ չուն ում ) հո* 
ֆունկցիաների տ արած ութ յ աններում 

հարցերր։ Ստացված / նաև Մ յանցի ձ2(0. 4~) սւսւրա^ ոլյ^I
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