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Задача сопряжения в классах//в особых случаях

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном 6/У 1989)

Пусть Т—единичная окружность, О'—единичный круг, а £)՜— 
множество |г|>1. Обозначим через /У(£1) класс функций/ определен
ных на множестве £2 и удовлетворяющих условию Гельдера, а че
рез Нп( Г; /։, — класс функций, имеющих разрыв первого рода
в точках (‘лСТ (6 1,2, ... «) и принадлежащих классу Гельдера в 
каждом интервале р*.6 = 1,2,... п (<я+։=/։).

Задача сопряжения в классической постановке

Ф*(/)-Л(ОФ‘(')-/(О. ДТ, (1)

где Ф’(г) и Ф’(г) —искомые аналитические функции на О’ и О՜ со
ответственно, 0(1) и /(/) функции, заданные на Т, при различных 
предположениях на £)(/) и /(/) изучены многими авторами. Полу
ченные результаты и их приложения подробно изложены в работах 
(1-1) и др.

Предполагая, что £>(/)^0, О(Г)(://0( 7՜;.../л). положим а*4- 
-Н’3*=(2“О-1(1пР(/*—0) — 1п0(?л+О), где 1пО(() определенная ветвь 
логарифма на [/*, /*.։]. Если Д>1 произвольное число, то обозначим 
через Т(р) подмножество множества (Т։, /«, ... /п), состоящее из точек 

таких, что (1—{։^})/’=1 ({։*}—дробная часть числа зй), а через Т'(р) 
и Т"(р) подмножества таких точек из (7։, ... /л). для которых вы
полняются неравенства (1—{’*})Д<1. (1—{а*})/С>1 соответственно.

Далее, обозначим через М(О) класс непрерывных функций 
/(02^0» обращающихся в нуль только в точках и допускаю-

р -
щих представление р(/)=р(ОП |1п|7> —/| |“7՜, р(7)^0, ?(0е^(^)-

При исследовании задачи сопряжения (1) в классе /' важно 
иметь факторизацию функции />(/) вида О(/)вХ'(*)(Л'(/)) ։. где 
Х(г)Л(Г), (А'(г))֊16^(7’). <7=^-1)-՛ (см. (’*))-

Когда Г(/?)У=0, факторизации функции 0(1) в указанном смыс
ле не существует. Этот случай назовем особым. В работе предлага
ется следующая постановка задачи сопряжения, когда можно про
вести полное исследование этой задачи, не имея такой факторизации.

Задача А- Найти голоморфную в О՝\_)О՜ функцию Ф(г). об
ращающуюся в нуль на бесконечности, по граничному условию
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Нт [ |Ф*(га((/))֊О(0Ф’(/'-10֊/(0Рр(01^|-=0’ 
г—1 - О I

г
(2)

где р(/)ёЛ1(О), /(Ое/-'’(7). Ф*(2) И ф (-) сужения функции Ф(г) на 
/5* и О՜ соответственно, а 2(7) — некоторый гомеоморфизм, отобра
жающий Т на себя. Отметим, что в особом случае задаче Л может 
обладать решениями, для которых Ф‘(’)//Р(р)(//Р(р) —класс Харди с 
весом р).

Везде предполагается, что ։'(0(:^<Х0.
1. Паре функций Ф’(г) и Ф'(с), определенных ня и О՜, со

поставим функцию Ф(г) по равенству Ф(г)=Ф4(г) (г£Р*) и Ф(г) = 
-Ф'(г) (г££>՜)- Обратно, если Ф(г) определена на /9՛^/)՜, то через 
Ф’(г) и Ф"(г) обозначим сужения функции Ф(г) на Г)" и О' соответ
ственно.

По теореме о конформном склеивании (см. например (7)) су
ществует такое решение >(г) задачи >*(а(7))—'֊(7)~0, (^Т, что >4(г) ♦
и /.“(г) (/’(г) = г-» 'Ч00)^) конформно отображают области
и Г>՜ на некоторые области Д* и Д_ с общей границей и удовлетворя
ют условию Липшица в О4и? и О~рТ соответственно. Положим

П*(г)- П ('•(.-) ->’(’('»))** (гео*), ГГ(г)= П (Г(г)-П'»))*‘ (г^Д֊).

где >.։, >„ ... >п—целые числа и выбираются так, чтобы имело место 
— 1<?й + ’л^0, если 7*£Г(р)иГ'(р) и 0<2*+>А<1, если 7*еТ"(Р)-

I 1՝ ?(Рб)) а. 1 1' ?(՛>
Далее, положим 5*(г)«еа’։,у , (гё£>)+, 5-(2) = ег<։4 ~1 ,

(ге/Э-), где 3(0—функция, обратная к а(7), а ?(7) —решение уравне
ния

а'(՜) 
а(")֊’(7)

?(т)б/-=1п£)(0.

Введем в рассмотрение функцию .$р(2) = 5(2)Пр(г), г££)+иЛ՜.
Теорема 1. Если Ф(г) удовлетворяет условию (2) и имеет 

конечный порядок на бесконечности, то ее можно представить в 
виде

(3)
5՜(г) Г ъ(’)фЧ*)=^ | — ^+$;(г)Р(г), 

г

где (^(г) определенный полином, а *(/)— решение уравнения К^- 
=<?(7)+/(7)(5;(2(/)))֊։.

Доказательство Пусть /г(/)1՝А/(7) и /г(/)—/(/) по метрике 
£₽(Т). Так как 5;(2(7))-Д(7)5/Х/) - 0 и (3՝;(/))֊։е£«'(Т), для некото
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рого <7 ^>7 (7*՜ р(р — \) ։), то условие (2) можно записать в виде

11т
г-1-0

Ф*(гз(/)) _Ф2(/-։О /,(/)
^>(0) 5,(0 5;(а(/))

Обозначив Ч-;(0֊-ФЧМ/)(5;(7(/)) ф(г 7)(5;(/))֊‘֊/г(Г)(5;(5(/))֊։, 
^;(г)=ФЧгг)(5;(г))֊։ (г(-О+), ^֊(г)=Ф֊(г->г)(5р(г))-> ДО֊). будем 
иметь /7г+(’(0)-/7;(/)-Ч;(/)4-Л(/)(5;(о(/)))֊\ ц-Т. Так как функции 
^(г) и /7(7) представимы в виде интеграла типа Коши с плотнос
тью из класса £«(Г), то (см. (’•♦))

^<՝1 J т—г 2тгг I *— г
т т

где <5л(7)-главная часть функции Г;(г) на бесконечности, а ?,(*)- 
решение уравнения Ку - '^(0+Р/(0+4(0($р(«(0))-։.’ Переходя к 
пределу, когда г —1—0, завершаем доказательство теоремы.

Лемма 1. Если то функция Ф(с) из (3) удовлет
воряет условию (2).

Доказательство. Не нарушая общность, можно считать, 
что множество 7\р) состоит из одной точки /։. Достаточно рассмот
реть случай, когда /(/)=0 вне некоторой окрестности V точки /։, 
которая не содержит других точек из множества (/։, (....... /„). Из
(3) имеем |Ф֊< (гз(/))-П(/)ф-(г֊։0֊/(/)|<С։(|5/1 (га(())-О(/)5;(г֊’/)|+ 
4-|5^(гз(/))|(1 — г) ), где *>0, (^—постоянная. Так как при

|5;(гз(/))-Р(П5;(г֊’/)|<С։|5;(гз(Н)1

(О։>0, Са~СОЛ51), (4)

ТО (’|Ф*(гт(/))-О(г)Ф-(/-։г)-/(/)|М')1^|«С։ Г 1 'Лион- 
.1 Л
Г г

Г ]_ г2
Учитывая, что Нт I -----------р(01^Н=р(^։) =0,

'-«-о.) 6֊г/|‘

завершаем доказательство леммы.
2. Положим

О —
зф) _ 1 ։ 

а(")—Гз(() т—Г/ а(֊)֊з(/)
*ДО =

Учитывая, что з'(0€^(р (1 )< будем иметь
|^(х,/)4-А(т,О|<С-Л(х,/), (5)

где рДх, () -ядро Пуассона, С—некоторая постоянная. 
Далее положим

(КгЛ(0=

153



З^Г2^))-П(1)8֊(Г-Ч) Г /(*) <1-
~ 2^1 $;(«(-))

т '

Применяя оценки (4) и (5). можно доказать:
Лемма 2. Существует число С, не зависящее от г. такое, 

что

\\Кг/\\Р^С\\/||г, |||(^ЛОрР(О111<С||/||/; (Р(ОеЛ/(£>).

Теорема 2. /7ус/пл /(/)£/.'’(Г) Для того, чтобы голоморф
ная я ГН О функция Ф(г), имеющая конечный порядок на бес
конечности. удовлетворяла условию (2), необходимо и достаточ
но, чтооы она имела вид (3).

Доказательство. Учитывая теорему 1, достаточно доказать, 
что любая функция вида (3) удовлетворяет условию (2). Пусть Л(/)Е 
(-/У(Т) и ||/„(։) ֊/(/)||р — 0 при п — ос. Положим Ф+(г) =

т

где ?Я(О —решение

уравнения К? = <5(0+Л(Н(5/( (а(Г)))-’. Обозначив 1ТЯ(/) = ։?„(/)-©л(0.
будем иметь

Ф-(га(П)-£>(ОФ-(г֊։/)-/(О-(А;(/л֊/))(О-К^(Л֊/))(/) +

5р+(г,(/))-П(05֊(г-։/) I
2*( .1

Т

֊7^7Л+^—I (М-.0+

+*0. <))Ф,(1)Л-5;(г։(<))Ч-,(0+Л(г. 0+Л(0-/(0.
где

4'40- [ *(■• 0'1՝4֊)</-.
2~л 3 

г
Для завершения доказательства теоремы остается учесть, что 

'1'л(0(/Д7'). и применить леммы I и 2.
3. Для любого р(р<1) положим *(р) - — (>-։.4'а-1 ... д '«). Введем 

в рассмотрение функции

ФА(г) -֊ — ( Ф (г)-— 1 (/т+г*
2-1 . '—г 2^1 .)

т 1

(ге/Д՜), где ф^г)—решение уравнения = к- 0, 1,2,,... Теперь 
из теоремы 2 непосредственно следует

Теорема 3. Пусть Цр)^®. Тогда общее решение
задачи сопряжения Д можно представить в виде:

а) если то

±>**1 С 2 Дг*О
7

(б)
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Տ՜(2) ք ք(/) ’(/>» I

*՜<։)“ м յ Շ*Փ>(֊'Լ
где Со, С\, ... С^.^-прои мольные комплексные числа при /(р)> 1 
и Ղ-Շյ - ... =С։(Р) |=0 при х(р) О, К՛-? ’/(О(5;(1(Г))) ։;

б) если - 1, то задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда

I ?(()(*Л-С, /г=0. I,... —(/(/?) г 1),

г

при этом решение определяется по формуле (6), если положить

Аналогичные результаты можно получить и в случае, когда /)' 
произвольная область, ограниченная контуром типа Ляпунова.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

1. 1Г. ՃԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ
2ամա|ւււծման |սնւ]|«ւ՚|ւ Լ? դասերում եդակի դեւդГ երում

ք^ՒՏոէ 4? միավոր շրյտնադիծն Հ՜ք [) 1 - ր միավոր *քք,ո^/Ըէ ՒՍ^
,շ| I րա րլմու թ լուն ր / Աշխատանքում *ե տ ա ղոտվ ու մ Լ համալուծմ ան խնդիրր 
հետև լայ դրվածքով, գտնել [) ,[) րաղմութրոն վր սյ նա ւՒտՒԿ Փ(2)
ֆունկցիան այնպես, որ ալն րավարարի հետև լալ եղրալին պա լմանին

Пт |Փ+(րՀ/))-Թ(/)Փ-(ր֊։/)-Հ(/)^(/)|ժ/|-Օէ
Г—.1—о յ

Т

որտեղ /(/)էճՀ,(7')| Օ(է)*ն կտոր աո կտոր անրնդհատ ֆունկցիա է, р(/)*Ь 
կշոալին ֆունկցիա է, ոլղդու իք լունր պահպանող հոմեոմորֆիդմ է I *ի
վրա. իոկ Փ4(2)*£ր և Փ(~) ֆունկղիալի նեղացումներն ևն համա*

ա տ ա и ի» ան ա ր ար րա»լմու թլու ննևրի վ րաէ•V Ռ և Ս
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