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Постановка задачи. Рассматривается управляемая система, 
поведение которой описывается дифференциальным уравнением

х = Ф(/, х, и, и), х(/0)»х0, Т|=/г, (О

где х —л-мерный вектор состояния, //—г-мерный вектор управления, 
р — /п-мерный вектор параметров, являющихся непрерывными функ­
циями времени /.

Задача управления состоит в оптимальном переводе системы из 
начального состояния в некоторую точку х(Т)=хт пространства 
состояний системы. Критерием оптимальности служит минимум функ­
ционала

т

У=Ф(Т, х(Т))+ £(/, х, и)^, (2)

Г.

где Ф и Ь скалярные функции, непрерывные по < и дважды непре­
рывно дифференцируемые по х и и.

Номинальное значение вектора параметров н(0 обозначим р(/).
Предполагается: I) функция ф непрерывна по ( и дважды диффе­

ренцируема по х и р; 2) для параметров р(/)“Р(О существует един­
ственное непрерывное оптимальное решение, которое обозначается 
через {х*(0, 3) существует однозначный оптимальный закон
управления х), непрерывный по ( и дифференцируемый по х; 
4) функция V определяется в некоторой (п-|-1)-мерной окрестности 
решения х*(/) при 5) закон оптимального управления опреде­
ляется выражением «•(/) = — х*(/)), кроме того, для всех (/, х), 
для которых функция г’(/, х) определена, закон управления и = 
•» — и(/, х) является единственным.

Из этих предположений следует, что решение задачи оптимизации 
имеет обычную форму и что отсутствуют сингулярные точки (*• 2).

Пусть непрерывные вариации параметров е8ц-(£) определяются 
равенством = —н(0» а соответствующие им вариации —выра­
жением е$х(х). При •—0 вариация 1х удовлетворяет известному диф­
ференциальному уравнению в вариациях:
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=> флох4-^х(/0)=0, (3)

где матрицы частных производных фх, фи и вычисляются по пере­
менным {х*(О. м (Г), |а(/)} (’). Из сделанного предположения 2 

. следует, что решение дифференциального уравнения (3) также су­
ществует на интервале При этом нормы вариадий 8х(/) являются 
мерями чувствительности (4).

Целью исследования является сравнение по чувствительности 
замкнутой системы с управлением «(Г, х) = — тц/, х) и разомкнутой 
системы с управлением м(/) = «*(/;/0, хо,р(О). Для нахождения усло­
вий малой чувствительности замкнутого контура используется крите­
рий

г! Ч
Зх;(/)/?(0«х3(0^<;рхри)/?(/)гхр(0^1 ,։€(/0. т\. (4)

где индексы ,з“ и ,р“ относятся к замкнутой и разомкнутой систе­
мам соответственно, верхний индекс означает транспонирование мат­
рицы, /?(/) неотрицательно определенная симметричная матрица.

Решение задачи. Для разомкнутой системы, когда &/М, 
уравнение (3) примет вид

^Хр «= ф./'Хр 4՜ У)| 1'|1, г'Хр(^)=0,

а для замкнутой системы, когда «/ = —т/хох։, получим

6Х1=’•Ь.г^х, 4- фрЛр— фаТ?хох3, г<х3( £0) — О,

где матрицы фх, фи, фр. и вычисляются по совокупности перемен­
ных {х*(0, «*(?), 7(0)- Пусть Д(С -) —переходная матрица, соответ­

ствующая функции фх, т. е. — .4(/, «флЛ(^.’)« А(*,')=1. Тогда 
<л

г
А(Л х)ф118р(х)^т 

ёо

и
I

ох։(О = У х)[’Мр(-)-'Ь'։'гОХ,(^)|^-.

I

или
ь

Вхр(/) = 8х3(/)4֊те(О. «'(О’ А(/, ^)фиг'.3х,(-)</'•

Ге

(5)

Отсюда запишем равенство

Для выполнения критерия (4) необходимо и тоста.......о в да

чае удовлетворить неравенство



л
||2гх;(о/?(о®(о+™'(0/?(0®(<)]л>о, /,€(/„, т| (6)

Уравнение (5) не зависит от Зц и и следовательно, можно пред­
ставить соотношение между вариациями Зха и Зхр в следующей фор­
ме: ох3=рохр. Оператор р носит название оператора сравнительной 
чувствительности (’).

Далее следует получить неравенство (6), используя условия оп­
тимальности. Функция Гамильтона имеет вид Н(1, х, и, Х)=Л(/, х, /т)+ 

х, и). В точке (/, х, X) Н минимизируется с помощью единст­
венного управления «=К(/, х, X), которое является непрерывным по 
/, непрерывно дифференцируемым по х и X.

При анализе чувствительности интерес представляет матрица 
®.г, которая определяется соотношением (м): = — (Кх֊|-/<.Г), где 
матрица усиления Г является решением уравнения Риккати

-Г=Г^+/ГхХГ+Г^хГ+7/;х, х, ка, х, X), X). (7)

Если на управление не наложено ограничений, то тогда в соответ­
ствии с общей теорией оптимизации (5) г»г =^7и‘(^«х-Н«Г)- Отсюда 

получим: —Г=Гфж ГфЛГ—(ГФн + /У։„^-։(7/(/.г-|-УГ)+//ХЛ, Г(Г) = Гг. 
Граничное условие Гт приводится к условию трансверсальности ис­
ходной задачи оптимизации и либо зависит от Т, либо является сво­
бодным. Если Т задан, то некоторые элементы матрицы Гт могут 
быть бесконечно большими и ||г»х(Т)(|—ею при 1-*Т. Ниже предпола­
гается, что существует ограниченное решение Г(О при 7). В 
ьтом случье имеется конечная матрица ух и отсутствуют сингуляр­
ные точки. Более того, поскольку совокупность функций {х*(<), 

определяет минимум критерия качества (2), то отсюда следу­
ет, что Г(О при является по крайней мере неотрицательно опре­
деленной.

Лемма. Пусть в условии (4) матрица /?(/) задана формулой 

/?(о--г(он;х(/)Г(/), (в)

а управление принадлежит области с гладкими границами. Тогда 
необходимым и достаточным условием оптимальности системы 
(1) по (2) при малой чувствительности замкнутого контура к не­
прерывным вариациям параметров в соответствии с условием (4) 
является выполнение неравенства

«»
«'(«,)Г(/,)»(/,)+ 1ш'(«;ж+2КЖГ)®+2«х։КХГ®|Л>0, (9)

/.
где »(/) определена формулой (5). Если на управление не накла­
дывается ограничений, то (8) и соотношение (9) можно предста­
вить в виде

х*(0)//ив(0^(/. х*(О) (8')
и
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I,
)№«,)+ J |®'Н„а>+2»х;тд//„։в(Лэ0

<•
(9')

Следует заметить, что основным препятствием, которое затрудня­
ло доказательство справедливости условии (9) и (9') является нати 
чие членов, содержащих матрицы К, и Н их соответственно Эти чте­
цы исчезают для класса задач, рассматриваемых ниже.

Класс систем. Пусть управляемая система описывается урав­
нением

х, р) + £>(/. и, и), л(/0)=х0, 

где ф։ и И—л-мерные векторы, непрерывные по /, 
ференцируемые по р и дважды дифференцируемые 
рий качества представляется в виде

(Ю) 

негтрерывно диф- 
по х и и. Крите*

г
/=ф(хг, Т)+ | [£(/, х) ֊]֊£(/, ц)]^, (Ц)

U
где Ф, В и Е скалярные функции, непрерывные по t и дважды не­
прерывно дифференцируемые по х и и. В остальном задача ставится 
так же, как и в предыдущем случае. Предполагается, что Н„ > о. 
Это предположение является достаточным, чтобы гарантировать ог­
раниченность решения уравнения Риккати. Рассматриваемую задачу 
можно трактовать как частный случай предыдущей обшей задачи. 
Прямым следствием основной леммы является следующая теорема.

Теорема. Пусть матрица Q(t) определяется формулой (8) или 
(8'), а управление принадлежит области с гладкими границами. 
Пусть, кроме того, Н хх^0. Тогда замкнутый контур оптимальной сис­
темы (10), полученной в соответствии с критерием качества (11), яв­
ляется менее чувствительным по сравнению с разомкнутым контуром к 
непрерывным варициям параметров первого порядка в соответствии с 
условием (4). Знак равенства в этом условии имеет место тогда и 
только тогда, когда выполняется тождество w (/։)l (Zj)k։(G)4՜ 

h
+ J w'Hxxwdt-0, где w(t) определяется формулой. (5), в которой 

принято tyu=Du. Если матрица /Лх>0, то вдоль оптимального 
решения при номинальных параметрах знак равенства в условии 
(4) будет тогда и только тогда, когда выполняется тождество 

bxt(t)=bxp(t), /։].
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կարպերի ն ո մ ին ալութ յան հետ։ ծայ// ( տրված, որ կաոավարմ ան րնտրված 
տեսակր փոխում է օպտիմւպ Համակտրգի դգտյնության չափր և այս փաստր 
չի Հակասում գոյություն ունեցող արդյունքներին, բայց աո աջարկ ում Լ կոնկ֊ 
րետ խիստ պայմ աններ օպտիմալ Համակարգերի զգ ա յն ու թյան ֆունկցիաներ 
րի ինվարիանտ ութ յան Համար: Ապացուցված է, որ փակ կառավարման հա֊ 
մ ակարգերի զգայնության մասին վերջնական տվյալներր կախված են զգայ֊ 
նության չափի այս աշխ ատանքում րնգունված Հարաբերակցությունից։
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