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1. В настоящей работе будем рассматривать некоторые двумерные 

метрики, заданные в асимптотических координатах. Одна из рассмат
риваемых метрик допускает регулярное погружение в Е3, а другая- 
нет. • '

Рассмотрим метрику

= у)(^лл+^у։), (1)

заданную в области Г10 = {х’фу’у-О, —оо<Ос у<^Н֊оо}.
Справедливо следующее утверждение:
Теорема!. Для того, чтобы метрика (1) могла быть изометричес

ки погружена в Е3 в виде регулярной поверхности, на которой линии 
х и у—асимптотические, необходимо и достаточно выполнение условия

А1п>.(х, у) - -£։֊ ’ ՛ (2)

где С։֊соп։С>0, а Д—двумерный оператор Лапласа.
Будем рассматривать также метрику

^а=/2(у)£/х։4-^։(х)с/у*,

заданную на всей плоскости хоу.
Имеет место следующая
Теорема 2. Метрика (3) не может быть изометрически погру

жена в Е3 в виде регулярной поверхности, на которой линии х и у об
разуют асимптотическую сеть.

2. Задача погружения в Е3 метрики сводится к отысканию коэф
фициентов £ (х, у), М(х, у), М(х, у) второй квадратичной формы 
искомой поверхности, удовлетворяющих системе уравнений Петерсо
на—Кодацци и Гаусса (см. (2)). Запишем эту систему в случае, когда 
метрика задана в общем виде (т. е. когда dst=E^x,y)dx* - 2Л( \ ,у)дхду+ 
-}֊С(х.у)4у։):

I, - т г=-Г2/ 4-2Г22/п - Г*։л;

/иу= — Г^/-4֊2Г‘2т —Г‘н«; 

1п — т' = —№.

Здесь 1(х, у), т(х, у), п(х, у) — приведенные коэффициенты вто
рой квадратичной формы, связанные с коэффициентами £(х,у), Л1(х,у)՛ 
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Мх. у) соотношениями £(х. у)=/ ■ (Г, М(х,у)-т . у. Ж(л , 
=" ’ '*'• где Н/=’< Е0~р3- Огметии՛ что —А1—кривизна рассматри
ваемой метрики, а коэффициенты (/.у, « = 1.2) (символы Кристо- 
феля) правой части системы (4) в заданной метрике являются опое- 
деленными функциями (см. (’)).

3. Д о к а з а те л ьс т во теорем. Доказательство теоремы I. Из
вестно (см. (2)), чтоесли координатные линии х и у являются асимпто
тическими, то коэффициенты, второй квадратичной формы Л(л, у)= 
=^(x, у)=0. Тогда система (4) для линейного элемента (I) примет 
вид:

Л/.И-с, у)--Му(х, у)-0;

А!(х, у)^А(х, у) • Цх, у). (5)

Из первого равенства системы (5) получим М(х, у) = соп51«=с. Из 
второго уравнения системы (5) следует, что

А’(х, у) • Х’(х, у) = с1. (6)

Гауссова кривизна К(х, у) метрики (2) вычисляется по формуле

— Д1пХ, где А—двумерный оператор Лапласа. Учитывая послед

нее, из уравнения (6) нетрудно получить условие (2) теоремы 1.
Доказательство обратного утверждения теоремы 1 очевидно. От

метим только, что уравнение (2) имеет решение в некоторой области.
В работе (։) доказано, что нелинейное эллиптическое диффе

ренциальное уравнение второго порядка
Д£Дх, у)Ч-оес'(А),)—О,

где а = сопзС>0, имеет решение, определенное в области П.= 
= {х։4-уа^0, —оо<х, у<оо). В этой работе приведена конкретная 
функция, удовлетворяющая уравнению (7). Подстановка 1п/(х, у) = 
“ —т|(л՜, у) приводит уравнение (2) к форме

△тДх, у) -|֊с։е։^у)=0.

Следовательно, уравнение (2) в области По имеет решение.
Замечание. Любая постоянная удовлетворяет системе (5). од

нако нашей задаче удовлетворяет только так как асимптот» не
кая сеть существует только на многообразиях отрица1ельной (.песо 
вой кривизны.

Доказательство теоремы 2. Доказательство приведем меюдом 
противного. Пусть метрика (3) регулярно и изоморически пшрхжасч 
ся в Е\ Это означает, что система (4) для метрики (3) допускает 
регулярное решение. Запишем эту систему.

МДа՜, у) - —

Л1Да, у)-- у^՜ Л/(л՜’ у,:

Л1(х, м)-х(х, у) - /(У) ’

(8)
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Здесь ж(х, у)=/ — К (х, у), а К(х, у) — кривизна метрики (3). Систем, 
(8) сводится к следующей системе относительно функции ж(х, у):

*г(х, у) = — 2£(х) *(*. у); у) —— 2/3 у) 
/(У)

*(-*. у).

Последняя система имеет решение

£’(*)/’(У)' (9)

где с։■=сопз1^>0. С учетом кривизны метрики (3) соотношение (9) 
превращается в дифференциальное уравнение

/’(у) • /"(>)+/*(>՛) • «(*) • «"(•’О- -0.
£’(-<)

(10)

Уравнение (10) является нелинейным дифференциальным урав
нением относительно, например, функции /(у) (переменную х можно 
рассматривать в качестве параметра). Подстановка /*(у) —?(у) приво
дит уравнение (10) к соотношению

¥(У) • ?"(У)—р'։(У) + 2С1(х)т(у) + 20|(х)-0, (111

где 0։(х)-£(х) • £ (х), О։(х)=- —. 
__________

Используем теперь подстановку ?'(у)“применительно к 
уравнению (11):

- й(;)-401(х) - ?-4О։(х). 
а<р

(12)

Уравнение (12) является линейным, и его решение можно опре
делить в общем случае. Если теперь провести обратные рассуждения, 
учитывая подстановки, то нетрудно прийти к выводу, что функции 
/(У) и £(х)| а следовательно, у и х находятся в функциональной за
висимости. Этот факт противоречит тому, что х и у независимые пе
ременные.

Таким образом, в пространстве £3 не может быть погружена мет
рика (3), для которой координатные линии хну являлись бы асим
птотическими.

Армянский государственный педагогический институт 
им. X. Абовяна

1>. П ւրՈՒՍԱՅհԼՅԱՆ

1Լսիմպտուոիկական կոորդինատներով տրված չափերի մասին
Այս աշխատանքում դիտ արկվում են Հետևյաէ չափերր»

Ժտ* =» >(х, уХ^’ + ^у1) և ժտ’■—/’(у^х* 4-£։(х^у’.
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