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При изучении связанных с обобщенной конечной проблемой мо
ментов экстремальных задач на классе всех функций распределения 
(ФР) .То на ^1* (—важную роль играет теорема 
Рисса (см. С1)), с. 30), утверждающая, что 
для любой системы непрерывных функций

«։(О, «։(О.......МО. *1
моментное пространство

ь
( Р ___

/И(./-о)~ с = (с։........ Си): МОМО-с*» Л=1,л
а

совпадает с замкнутой выпуклой оболочкой множества точек кривой

и={и^)=(и^).........ип(()-.^\а, Ь\}сНа.

Классическая теорема Каратеодори (см., например (2), с. 169) 
занимает центральное место в выпуклом анализе. Она дает представ
ление точек выпуклого множества в в виде выпуклой комбинации 
не более чем л-Н крайних точек данного выпуклого множества.

Объединение вышеупомянутых двух утверждений приводит для 
класса .70 к следующему утверждению, называемому в (’)» с- 31» теэ՜ 
ремой Каратеодори—Рисса.

1) Каждая точка с£М(?0) представима в виде 

С=Л>Л(/։)4’ . . . 4-ХлИ(^л)+^я+1в(^л+0. 
______ л + 1 

где 6610'^1» ^/^0. (/=1»л4-1)» 
1-1

2) Если “ т0
С « "Н •••

_ я 
где Л], )/>0, (4~ 1 • п), Х^»=к•-

7—1 •/ • г • * ՛/ ’
Во многих вопросах выпуклого анализа важно иметь выпуклое

• ФР в на [в. -неубывающая, непрерывная слева функция, не имеющая точек 
роста вне (я, /»| н такая, что 5(л)=0, ։(4-)«1.
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линейное представление г^Л1(,А0) через возможно меньшее число то* 
чек кривой и.

Во всех примерах удается построить представление для с через 
не более чем п точек кривой и. Рассмотрим простейший пример. 
Пусть п-2, д։(/)=/, м,(/) = '*. Тогда моментным пространством сог
ласно теореме Рисса будет замкнутая выпуклая оболочка кривой 
“(0={(Л /։): (рисунок).

Из рисунка видно, что каждая точка С0п1/И(^о) может быть 
представлена в виде выпуклой комбинации ровно двух точек кривой 
и.

Цель настоящей заметки—доказать следующую теорему.
Теорема. Каждая точка представима в виде

с = >1«(*1)+ ... Ч-Хл«(/П), 
__  п

где Л|, (/ = 1, п),

Отметим, что утверждение теоремы не может быть улучшено.
Замечание. Без ограничения общности можно считать, что 

с = о. В противном случае можно перейти к вектор-функцни 
Согласно теореме Каратеодори —Рисса имеем

о=М(/1)-р ... Ч-Хпи(/л)+).я+։и(/я+։). (1)

Доказательству теоремы предпошлем доказательство двух лемм. 
Обозначим через 5 выпуклую оболочку множества а
через К наименьший выпуклый конус, содержащий точки —и(/։),..., 

Очевидно, что К замкнутый конус.
Лемма 1. Пусть точки и(/։)........н(М, м(^ц) лежат в

одной, гиперплоскости в Кп и О0п15. Тогда
1) и(6)€К, (4-1. п)\
2) «(/Я+։)СК.
Доказательство 1). Рассмотрим гиперплоскость (а, х) = Н,
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Проходящую через точки и(^)....... «(/„). Допустим, что эта гипер
плоскость проходит через точку о, т. е. Л-0. Пусть (а, и(/„+։))>0, 
тогда (а, х)>0 для всех т. е. гиперплоскость является опорной 
к 5, что противоречит условию О£1п1$ ((’), с. 20). Таким образом

Рассмотрим параллельную гиперплоскости (а, л)=гЛ гиперплос
кость (а, х) - 0. Пусть (а, и(Л))>0. (/-Цл). Тогда (а, х)<0 для 
всех х^К и «(//КК, (<«1,л).

2) Допустим, что и(^+|)^К. Проведем гиперплоскость (Л. л)-0, 
отделяющую конус К от точки и(/л+։) ((’), с. 25) Пусть (&, я(/я+։))> 
>0 и (Л, л)<0 для всех х^К. В частности (Ь, и(6))^0, 
Тогда (Ь,аг)Х) для всех что противоречит условию оь1п1$. 
Лемма 1 доказана.

Как известно ((’), с. 31), каждая точка х£К представляется в 
виде

х^—pj«(f։)— ... — pnU(tn), (2)

где (Z — 1, л).
Лемма 2. Пусть точки и(1у), . .и(1п), м(/я-ц) не лежат в 

одной гиперплоскости, O(4ntS и в представлении (2) все «ч>0, 
(г=1, л). Тогда точка xtlntK.

Доказательство. Допустим противное — пусть х^дК. Про
ведем через х гиперплоскость (d, х) = 0, опорную к К ((1), с. 25). 
Тогда —«(/,))—... и(/я))=-0. Так как все ’ч>0, то (d,
u(ti))^=Q, (Z=l,«) и точки u(/։)......и(М лежат в гиперплоскости,
проходящей через точку о, что противоречит условию 0£lni5. Лем
ма 2 доказана.

Доказательство теоремы. Пусть точки a(Z,), ..., «{^), 
лежат в одной гиперплоскости. Тогда множество 5 лежит в некото
ром подпространстве пространства /?՛' размерности не более п — 1. В 
этом случае утверждение теоремы является прямым следствием клас
сической теоремы Каратеодори.

Рассмотрим теперь тот случай, когда точки u(ty), ..., а(/п), 
м(/„+։) не лежат в одной гиперплоскости. Тогда S является телом в 
Rn (С1)), с. 18). Если точка o^dS и так как 5 замкнутое множество, 
то утверждение теоремы следует из теоремы Каратеодори для замк
нутых выпуклых множеств (см. например (*)» с. 21).

Остается тот случай, когда O6lni$. Рассмотрим точки и(/։) н 
«(/я+։). По лемме 1 и(Г։)€К. а(/я+։)€/С. Так как эти точки лежат на 
непрерывной кривой U, то найдется точка такая, что
u(t')<cdK- Тогда 0 t • «

«(Г)»—— ••• —

где |ч>0, (1=1,/г). По по лемме 2 хотя бы один из р(. (,«1.л) ра
вен нулю. Пусть для определенности |*я—0. Таким образом

Т. е. О=гЛ1М(/1)-|- ... -|->я_|Н(/Я-|)+^и(/ )•
107



где к,= - **2, - (/=], л-1 ), кп=----- —-----
1+ Տ Н 1+5 Н/

/-։ /-։

л*>0, (А«1, л).

Л

Теорема доказана
В заключение приведем другую формулировку доказанной нами 

теоремы.
Теорема*. Если с>, ..ся—обобщенные моменты некоторой 

ФР на |а, £|, то существует ступенчатая ФР на |а, Л] с не 
более чем п скачками, имеющая те же моменты.

Ереванский государственный
университет

է. Ա. ԴԱՆԻԵԼ9ԱՆ, Դ. II. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆԿարաթԼու}ուփ— 11փս|ւ թեււրԼմի ճշգրտումը
'ՒՒտուք 

դասն է, ՒՍկ
[<7, />] հատվածի վրա Рп[пр րաշիյման ֆունկցիաների

սՀէ), ..., սո(է), лг?1, /£խ. ծ|
անրն դհա տ ֆունկցի աների համակարգ է։

Ь

С> = Աէ(է)ԺՎէ), 1=]հ՜ո, <Վյ0 
а

ինտեգրալները կոչվում են օ(/) բաշխման ֆունկցիայի ընդհանրացված մո- 
մ ենտներւ

Աշխ ա տանը ու մ ապացուցված է Հետևյս/ք թեորեմը։
Թեորեմ, եթե Ср..., С,гр [Л, Ե\ 1ւսյտւ|ած|ւ ։|րա |ւն> որ բաշխման ֆունկցիայ|ւ рնցհանրացւ|ած մոմենտներն են, ասլա ցււ|ություն ուն|ւ ոչ աւ[ե|է քան ո թոիչքներով թոիչք՚աձև բաշխման ֆունկցիա [ц, ծ] հատվածի վրա նույն րւ նոնա նրաու|ա ծ մոմենտներով:

литератур а—՛> гачаъпь^зпьъ
1 М. Г. Крейн, А. А. Нудельман, Проблема моментов Маркова и экстремальные 

задачи, Наука, М.» 1973. 2 Р. Рокафеллар, Выпуклый анализ, Мир, М., 1973.
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