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Проекционно-сеточный метод решения первой краевой задачи для 
полуэллиптического уравнения в криволинейной области

(Прелстаплени чл.-корр. АН Армянской ССР ,\. Г>. I[срсисяном 20/111 19ЯЧ»

В заметке рассматриваются вопроси разрешимости и сходимости 
проекционно-сеточной схемы задачи Дирихле для модельного полуэл­
липтического уравнения.

Полуэллиптические уравнения являются естественными обобще­
ниями эллиптических уравнений и составляют подкласс гипоэллипти- 
ческих уравнений, введенных Л. Хёрмандером (см., например, (')).

В плоской выпуклой области -’ = {0<^х<^1, '[։(х)<Л'<?.։(л')՝ 
71(х)<Съ(х)» Т/(Х)Ь^’|О. 1 ], /=1.2} рассматривается следующая кра­
евая задача:

Ьи~ -Кхх+(тМл4-«0Иу>)уу+а։«ууу + а|«уу4 

4-п3иху-|-а4«х4-а։Иу4֊ави=/’ 
и|ди = 0, «у(х, 71(х)) = ц^х, т։(х))=0,

(1)

(2)

где /£А2(Й), 60=/»о(х, у), ц*=аЛ(х, у), 6=0, постатейно глад­
кие в ‘2 функции, причем а0 и 60—вещественнозначные функции, 
удовлетворяющие условиям: «0>60'>0, а0—62/4>пт0>0.

Поставленная задача для эллиптических уравнений второго по­
рядка достаточно хорошо изучена. Известно, например, что решения из 
^'э (-’) задачи Дирихле для эллиптических уравнений второго по­
рядка с достаточно гладкими коэффициентами на самом деле имеют 
большую гладкость—именно, принадлежат 1£7(Й) (см., напримец, 
(2)). Оказывается, что аналогичным свойством обладают и полуэллип- 
тические уравнения.

Приведем некоторые определения и обозначения.
Пусть в-область из Е„ /.—целые неотрицательные числа. 

Обозначим через множество измеримых функций с ко­
нечной нормой (производные понимаются в обобщенном смысле)

1И1« |<(.М(О) в 
3 дх1՝ 4,(0)

д‘Е 
ду1г 4.(6)

+||£||4 ю).

Через обозначим пополнение множества С0(б) по этой
норме.
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Пусть и, И Обозначим через £(н, форму Дирихле,
соответс вуюшую псрьтору £ уравнения (1), определяемую форму­
лой

/(«. ?) =

4֊(— (Л։)у«уу 4 «։Нуу—(а3)уи.-Н4М ,• 4-ай«Я-авм)? ]г/12.

Исходным предположением на форму Дирихле у нас будет слс-

1ующее условие полуэллинтимности: для всех /л-II -\Ь2)

Ке7(я, п)> <|«||։(Г(1.2)( .
2

(3)

с постоянной х>0, не зависящей от и.
Можно показать, что неравенство (3) имеет место, например, 

при достаточно большом Кел<; иля достаточно малых |с/*1, 4=1,..., 5. 
В частности, когда ак 0 (4 = 1,.. ,5), то оценка (3) верна при 
Кеив^О. 

о
Функцию 1Г<’-2)(12) назовем обобщенным решением задачи (1), 

՝ о
(2), если выполняется интегральное тождество: для всех ИД1-2^ 12) 
У(и, ?)-(/. ?). где ( ■ , • )—скалярное произведение в А,.

Из аналога леммы Лакса—Мильграма (см. (3)) для полуэллнп- 
тических уравнений и неравенства (3) следует существование и един­
ственность обобщенного решения задачи (1), (2).

Теорема 1. Пусть оператор Ь является полуэллиптичес- 
ким (удовлетворяет неравенству (3)1. Тогда обобщенное решение 
задачи (1), (2) принадлежит

Доказательство теоремы проводится по следующей схеме. Не­
вырожденным преобразованием координат х = $, +
— л(;))т/ область 2 отображается на квадрат П = {0<;, т(<1}. Показы­
вается, что при таком преобразовании полуэллиптическое уравнение 
переходит в полуэллиптическое. Таким образом, вопрос о принад­
лежности обобщенного решения задачи (1), (2) пространству 11/.<2։)(12) 
сводится к доказательству соответствующего факта для квадрата 11 
вместо области 12. А последний вопрос решается применением метода 
продолжения по параметру, использованного ранее в эллиптическом 
случае (см. (*)).

Остановимся теперь на предложении, указывающем скорость схо­
димости галеркинских приближений к обобщенному решению задачи 
(1). (2).

Зададим базисные функции метода Галеркина непосредственно 
для области 12. Пусть А^>0. Выберем шаги А, и Ау (А,-шаг разбие­
ния области 12 в направлении оси ОХ, Ау —в направлении оси ОУ) 
такими, что АГ~А։, АУ-֊А. При этом область 12 разобьется на прямоу­
гольники, криволинейные трапеции и криволинейные треугольники.

Поясним вкратце способ построения базисных функций.
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Криволинейную трапецию отобразим на квадрат. В новых пере­
менных построим базисные функции линеййо-эрмитовой интерполяции 
(см. (-•), <атем совершим обратное преобразование для получения 
базисных функций в исходных переменных

В криволинейны^ треугольниках поступим следующим образом. 
Пусть вершина треугольника при прямом угле совпадает с узлом (х 
У' ). Сопоставим ей следующие две базисные функции:

где •• т(Х/)—У;"О(Лг), у = д(х) —уравнение соответствующей криво­
линейной стороны треугольника.

В прямоугольниках, не прилегающих к треугольникам, берем ба­
зисные функции линейно-эрмитовой интерполяции. Что же касается 
прямоугольников, непосредственно прилегающих к треугольникам, го 
базисные функции строим так, чтобы обеспечивалась «стыковка» с ба­
зисными функциями линейно-эрмитовой интерполяции, а также с ба­
зисными функциями в треугольниках.

Построенные таким образом базисные функции принадлежат

О

Теорема 2. Пусть г>л£ £2)-приближенное решение по 
методу Галеркина задачи (I), (2) (соответствующее шагу Л1. и£ 
£ цун.2>(о) теорему 1)— обобщенное решение этой задачи. 
Тогда

||и ^л|(^,0,2)р) с||м|| л"(2■•*)(_■)

где ОО - постоянная, не зависящая от шага Л.
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Լ. Հ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Ն. Վ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ*||ւսսւէլ|ւււ]տ|ւ1| հավասար ման համար աոաջին եզրային իւնղրի լուծումէ» ս|րո |ե1| ցիււ ն-զան(|ա |ին ե զանակով կորսւզիծ »ոիրո»ւլ>ու մ
Աշխատանքում դիտարկվում ք մոդեյային կիսաէյիպտիկ Հավասարման 

համար Դիրիխլեի խնդիրր որոշակի տիպի կորագիծ <2 տիրույթում։ Ապա֊ 

ցուցվում է ա.!Ղ Ւ^ՂրՒ լուծման դոյո։թ յունր և մի ակութ յունր II ’(—) աա-
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րտծ ութ յանում։ Խնդրի մ ոտավոր 
պրո յե կցի ոն-ց անց ա յին սխեմա, 
0(Л։) կարգի գնահատական է

[Ոլձոլմլւ գԱւն^/Ոլ Համար կաոոււյվոււէ 
որի Համար տեղի ունի զրսգամիտ ուքէ/ա
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